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1.Ââåäåíèå.
Â ýòîé ðàáîòå îáðàùåíî âíèìàíèå íà òî, ÷òî ÷èñëà òðåóãîëüíèêà Ïàñ-

êàëÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñîâìåñòíî ñ äðóãèìè ÷èñëàìè íèæíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ íóëÿìè. Òî åñòü, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñåë èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èç íóëåé è åäèíèöû è ïðàâèëî îáðàçîâàíèÿ
÷èñåë òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ. Îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëà çà ïðåäåëàìè ðÿäîâ
åäèíèö, òàêèì îáðàçîì, ñíèìàåòñÿ. Ðàññìîòðåí âîïðîñ î ñàìîé âåðõíåé åäè-
íèöå òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ, â òîì ÷èñëå, ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èí-
òåðïðåòàöèè. Ñàìà ýòà èíòåðïðåòàöèÿ âîçìîæíà, åñëè íà âåðøèíå òðåóãîëü-
íèêà ñòîèò åäèíèöà. Ñóòü å¼ â òîì, ÷òî, êàê îêàçàëîñü, ÷èñëà òðåóãîëüíèêà
Ïàñêàëÿ ñîâïàäàþò ñ êîëè÷åñòâàìè ñòðóêòóð ó n-ìåðíîãî òåòðàýäðà (è, âî-
îáùå, ó n-ìåðíîãî òðåóãîëüíèêà). Íàáîð ÷èñåë n-îé ñòðîêè òðåóãîëüíèêà
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Ïàñêàëÿ êàê ðàç è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëè÷åñòâà ýòèõ ñòðóêòóð ó (n-1)-
ìåðíîãî òåòðàýäðà, íà÷èíàÿ ñ íàèíèçøåé. Êàê îêàçàëîñü, ó òàêèõ òàáëè÷íî
çàäàííûõ òåòðàýäðîâ, ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùåïðèíÿòûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè,
åñòü ñòðóêòóðíûé ýëåìåíò, ïðåäøåñòâóþùèé âåðøèíå è åñòü åù¼ îäèí òåò-
ðàýäð - ýëåìåíòàðíûé òåòðàýäð - ïðåäøåñòâóþùèé íóëüìåðíîìó òåòðàýäðó.
Êàê îêàçàëîñü, ýëåìåíòàðíûé òåòðàýäð íå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäñòàâëåíèþ è î
ãåîìåòðè÷åñêîì òåòðàýäðå. Áîëåå òîãî, ïðèçíàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ýëåìåíòàðíîãî òåòðàýäðà, íåèçîáðàçèìîãî, íî òàêîãî æå ðåàëüíîãî,
êàê, ñêàæåì, ÷åòûð¼õìåðíûé òåòðàýäð, ïîçâîëèëî áû ïðèâåñòè ê ëîãè÷å-
ñêîìó çàâåðøåíèþ èäåþ î òîì, ÷òî ñòðóêòóðû n-ìåðíîãî òåòðàýäðà â òî÷-
íîñòè, ïî îïðåäåë¼ííîìó ïðàâèëó, ñîîòâåòñòâóþò ñòðóêòóðàì (n-1)-ìåðíîãî
òåòðàýäðà. À, èìåííî, ýòî îáúÿñíèëî áû, ïî÷åìó ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè
íà åäèíèöó ó òåòðàýäðà ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ âåðøèíà. È èìåííî ýòà òåòðàýä-
ðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÷èñåë òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ íàâîäèò íà ìûñëü î
ðàññìîòðåíèè âñåõ ÷èñåë íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, à íå òîëüêî îòíîñÿùèõ-
ñÿ ê òðåóãîëüíèêó, ïîñêîëüêó ïðè òàêîì ðàññìîòðåíèè ÷èñëà çà ïðåäåëàìè
òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ - íóëè - îáðåòàþò êîíêðåòíûé ñìûñë.

Êàê îêàçàëîñü, ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ òðåóãîëüíèêà Ïàñ-
êàëÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáù¼ííîãî òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ
(V-òðåóãîëüíèêà), â êîòîðîé ïðîäîëæàåòñÿ âîçìîæíîñòü ãåîìåòðè÷åñêè èí-
òåðïðåòèðîâàòü ñòðîêè òàáëèöû. Òàê, ïîñëå ñîïîñòàâëÿåìîé ñ n-ìåðíûìè
òåòðàýäðàìè ïåðâîé òàáëèöû, ñòðîêè âòîðîé, êàê îêàçàëîñü, ñîâïàäàþò ñ
êîëè÷åñòâàìè ñòðóêòóð óæå ó n-ìåðíûõ êóáîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò áûòü
èìè èíòåðïðåòèðîâàíû. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü âûÿâèëà ãëóáîêóþ âçàèìîñâÿçü
ìåæäó n-ìåðíûìè òåòðàýäðàìè è êóáàìè (òî÷íåå, ìåæäó (n-1)-ìåðíûì òåò-
ðàýäðîì è n-ìåðíûì êóáîì), è, òàêèì îáðàçîì, îêàçàëîñü, ÷òî êîëè÷åñòâà
èõ ñòðóêòóð îïèñûâàþòñÿ îäíîé è òîé æå ïðîñòîé ôîðìóëîé. Â ýòîì ñëó÷àå
îáîáùåíèÿ òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ñóùåñòâóþò è äðóãèå òàáëèöû (èõ - áåñêî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî), ñòðîêè êîòîðûõ, âîçìîæíî, òîæå ìîãóò áûòü ñîïîñòàâ-
ëåíû êàêèì-òî îáúåêòàì. È, õîòÿ äëÿ íèõ íå îáíàðóæèëîñü àíàëîãè÷íîé
èíòåðïðåòàöèè (íî, îáíàðóæèëèñü äðóãèå), îíè, êàê îêàçàëîñü, îáðàçóþò
ñèñòåìó îáúåêòîâ, íàïîìèíàþùèõ n-ìåðíûå ìíîãîãðàííèêè. Ýòà ñèñòåìà
ãëóáîêî âçàèìîñâÿçàíà, ïîñêîëüêó, íå òîëüêî ïàðàìåòðû îáúåêòîâ âíóòðè
êàæäîé òàáëèöû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, íî è, êðîìå òîãî, íà ìíîæåñòâå òàá-
ëèö äåéñòâóþò äâå òåîðåìû, ñâÿçûâàþùèå ïàðàìåòðû îáúåêòîâ èç ñîñåäíèõ
òàáëèö (ïðè ýòîì, ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì âåëè÷èíû n). Îäíà èç òåîðåì
àíàëîãè÷íà ïðàâèëó Ïóàíêàðå äëÿ n-ìåðíîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà (è,
êàê åãî ÷àñòíîìó ñëó÷àþ, òåîðåìå Ýéëåðà äëÿ òð¼õìåðíûõ ìíîãîãðàííè-
êîâ), îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïðàâèëà Ïóàíêàðå (è òåîðåìû Ýéëåðà), îíà íå
ñîäåðæèò íèêàêèõ ÷èñåë íåÿñíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ è, áîëåå òîãî, ïîçâîëÿåò
ïîíÿòü ñìûñë ÷èñåë â ïðàâèëå Ïóàíêàðå (è òåîðåìå Ýéëåðà).

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî óêàçàííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñòðîê òðåóãîëüíèêà Ïàñ-
êàëÿ è îäíîãî èç åãî îáîáùåíèé îêàçàëàñü âîçìîæíà, íà ñåãîäíÿ, ëèøü â
äâóõ ñëó÷àÿõ, òåì íå ìåíåå, çäåñü áóäóò óêàçàíû åù¼ äâå âîçìîæíîñòè èí-
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òåðïðåòàöèè ÷èñåë è ñòðîê òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ è åãî îáîáùåíèÿ, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ïîçâîëÿåò îñîçíàòü íå÷òî âàæíîå î òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ è åãî
îáîáùåíèè. Îäíà èç íèõ - êîìáèíàòîðíàÿ. Ñìûñë å¼ â òîì, ÷òî åñëè îïå-
ðàöèè ñ ÷¼ðíûìè è áåëûìè øàðàìè ïðåäñòàâèòü ìàòåìàòè÷åñêè, òî ìîæíî
íàãëÿäíî ðàñêðûòü ñìûñë è ÷èñåë òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ, è, â öåëîì, ÷è-
ñåë îáîáù¼ííîãî òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ (ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
αn,k, βn,k). Â ýòîé èíòåðïðåòàöèè èíòåðåñíî òî, ÷òî íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò-
ñÿ, ïðè êàêîì óñëîâèè ïîÿâëÿþòñÿ ÷èñëà òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ (èëè îáî-
ù¼ííîãî òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè αn,k, βn,k).
Äëÿ ýòîãî íóæíî ãðóïïèðîâàòü ñîáûòèÿ ñ îäèíàêîâûì ñîîòíîøåíèåì øà-
ðîâ áåç ó÷¼òà èõ âîçìîæíîãî ðàñïîëîæåíèÿ â êàæäîì ñîáûòèè, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, ïîëó÷èòñÿ òàáëèöà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ åäèíèö. Òàêæå, ýòîò ïîä-
õîä ïîçâîëÿåò íàéòè âèä ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
êîýôôèöèåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèèõ ñòðîêè îáîáù¼ííîãî òðåóãîëüíèêà Ïàñêà-
ëÿ (ñëó÷àé ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ αn,k, βn,k). Äðóãàÿ èíòåðïðåòàöèÿ -
êóáè÷åñêàÿ - ïîçâîëÿåò åäèíûì îáðàçîì íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ëþáîé îáú-
åêò ðàññìîòðåííîãî çäåñü ñëó÷àÿ îáîáùåíèÿ òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ (òî åñòü,
ëþáóþ ñòðîêó êàêîé-ëèáî èç òàáëèö) êàê êîëè÷åñòâà ñòðóêòóð ó n-ìåðíîãî
êóáà, èìåþùåãî, ê òîìó æå, òó èëè èíóþ âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó.

Òàêæå, çàòðîíóò âîïðîñ î äðóãîé ôîðìå ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñåë òðåóãîëü-
íèêà Ïàñêàëÿ - òàáëèöå Òàðòàëüè. Îáðàùàåòñÿ âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ôîð-
ìóëó, îïèñûâàþùóþ ÷èñëà â òàáëèöå Òàðòàëüè, ïåðåìåííûå (â îòëè÷èå îò
òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ) âõîäÿò ðàâíîïðàâíûì îáðàçîì. Ïî àíàëîãèè ñ îáîá-
ù¼ííûì òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ, ñòðîèòñÿ îáîáù¼ííàþ òàáëèöà Òàðòàëüè.

2. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ.
2.1. Ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ è ïðà-

âèëî îáðàçîâàíèÿ ÷èñåë â í¼ì.

Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ - ýòî ÷èñëîâàÿ òàáëèöà, ãäå êàæäîå ÷èñëî åñòü
ñóììà äâóõ âûøåëåæàùèõ ÷èñåë:

k
n

k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 ...

n = 0 1
n = 1 1 1
n = 2 1 2 1
n = 3 1 3 3 1
n = 4 1 4 6 4 1
n = 5 1 5 10 10 5 1
n = 6 1 6 15 20 15 6 1

... ... ... ... ... ... ... ... ...
Òàáëèöà 1.
Îáû÷íî òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ ïðåäñòàâëÿþò ðàâíîáåäðåííûì, òàê ÷òî

êàæäîå ÷èñëî ðàñïîëàãàåòñÿ êàê áû ìåæäó äâóìÿ âûøåëåæàùèìè ÷èñëà-
ìè. Íî, äëÿ ïðåñëåäóåìûõ çäåñü öåëåé, áîëåå ïîäõîäèò òàêàÿ ôîðìà, êàê
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â òàáëèöå 1, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ â ïðÿìîóãîëüíîé
ôîðìå, èëè ïðîñòî ïðÿìîóãîëüíûì òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ ([1], ñòð18). Êàê
âèäíî èç òàáëèöû 1, åäèíèöû ïî áîêàì òðåóãîëüíèêà íå ÿâëÿþòñÿ ñóììà-
ìè âûøåëåæàùèõ ÷èñåë è, êàê ïðàâèëî, èõ çàäàþò êàê ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Îäíàêî, â öåëÿõ áîëåå öåëîñòíîãî âîñïðèÿòèÿ èçëàãàåìûõ çäåñü âîïðîñîâ,
ìû ïðèìåíèì äðóãîé ïîäõîä è áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå ÷èñëà íèæíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè, êîòîðûå çà ïðåäåëàìè òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ îêàçûâàþòñÿ íó-
ëÿìè, íåñóùèìè ñìûñëîâóþ íàãðóçêó. Â ýòîì ñëó÷àå îãîâàðèâàþòñÿ ëèøü
÷èñëà âåðõíåé ñòðîêè íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, êîòîðûå îáû÷íî âûáèðàþòñÿ
ðÿäîì íóëåé ñ îäíîé åäèíèöåé. Âñå îñòàëüíûå ÷èñëà òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ
è âñåé íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ïî ïðàâèëó îáðàçîâàíèÿ
÷èñåë â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ êàê ñóììà äâóõ âûøåëåæàùèõ ÷èñåë. Â èòî-
ãå, ïîëó÷èì òàêóþ ôîðìó òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ:

k
n

k = −1 k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 ...

n = 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 ...
n = 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 ...
n = 2 0 1 2 1 0 0 0 0 0 ...
n = 3 0 1 3 3 1 0 0 0 0 ...
n = 4 0 1 4 6 4 1 0 0 0 ...
n = 5 0 1 5 10 10 5 1 0 0 ...
n = 6 0 1 6 15 20 15 6 1 0 ...
n = 7 0 1 7 21 35 35 21 7 1 ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
Òàáëèöà 2.
Òàêóþ ôîðìó òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ, ðàñïðîñòðàí¼ííîãî íà âñþ íèæ-

íþþ ïîëóïëîñêîñòü, ìîæíî íàçâàòü ïîëóïëîñêîñòüþ Ïàñêàëÿ.
Òàêèì îáðàçîì, îòêðûòûì îñòà¼òñÿ âîïðîñ ëèøü î ïðîèñõîæäåíèè åäè-

íèöû íà âåðøèíå òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ. Íî îòíîñèòåëüíî íå¼ ìîæíî ñêà-
çàòü ñëåäóþùåå: ýòî ÷èñëî ìîæåò áûòü èëè íóë¼ì, èëè åäèíèöåé, èëè ëþáûì
äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì a. Åñëè ýòî ÷èñëî îêàæåòñÿ íóë¼ì, òî, ïî ïðàâèëó
îáðàçîâàíèÿ ÷èñåë â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ, âñå íèæåëåæàùèå ÷èñëà îêà-
æóòñÿ íóëÿìè. Åñëè åäèíèöåé, òî ïîëó÷èì òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ. À åñëè
÷èñëî íà âåðøèíå òðåóãîëüíèêà áóäåò ïðîèçâîëüíûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñ-
ëîì a, òî, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî îáðàçîâàíèÿ ÷èñåë â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ,
óâèäèì, ÷òî âñå ÷èñëà òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àþò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü
a, ÷òî íèêàê íå èçìåíèò ñîîòíîøåíèé ìåæäó ÷èñëàìè òðåóãîëüíèêà è íå
ïðèâåä¼ò â òàêîé òàáëèöå ê êàêèì-ëèáî íîâûì ñâîéñòâàì. Ïîýòîìó, âåðõ-
íþþ ÿ÷åéêó òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ äîñòàòî÷íî çàïîëíèòü åäèíèöåé.

Ñâîéñòâà òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ïîäðîáíî èññëåäîâàíû, òàêæå èññëåäî-
âàíû ðàçëè÷íûå ôîðìû åãî îáîáùåíèé, î ÷¼ì ìîæíî óçíàòü, íàïðèìåð, â
ìîíîãðàôèè [2].

Ïðåäñòàâèì ïðàâèëî îáðàçîâàíèÿ ÷èñåë â ïîëóïëîñêîñòè Ïàñêàëÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêè. Åñëè ÷èñëî â ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì (n, k) îáîçíà÷èòü ÷åðåç P k

n , òî
ïðàâèëî îáðàçîâàíèÿ ÷èñåë â ïîëóïëîñêîñòè Ïàñêàëÿ ìîæíî çàïèñàòü òàê:
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P k
n = P k−1

n−1 + P k
n−1 (1)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 1, k ∈ Z, P 0
0 = 1, P k

0 = 0, åñëè k 6= 0.

2.2. Èíòåðïðåòàöèÿ ÷èñåë òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ áèíîìèàëüíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè.

Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ P k
n ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöè-

åíòàì Ck
n â ðàçëîæåíèè áèíîìà Íüþòîíà (1 + x)n:

(1 + x)n =
n∑

k=0

Ck
n · xk (2)

ãäå ∈ R, n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n, à âåëè÷èíà Ck
n (÷àñòî íàçûâàåìàÿ

áèíîìèàëüíûì êîýôôèöèåíòîì) ðàâíà:

Cn
k =

n!
k!(n− k)!

(3)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n.
Âûðàæåíèå (1 + x)n íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ C0
n, C1

n, C2
n, . . .. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ (à òàêæå âî âñåé ïîëóïëîñêîñòè
Ïàñêàëÿ) áóäåò òàêîé:

P k
n =

n!
k!(n− k)!

(4)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z.
Êàê âèäíî, îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû k, èìåþùååñÿ â ôîðìó-

ëå (03), çäåñü ñíÿòî, ïîñêîëüêó, ÷òî êàñàåòñÿ çíà÷åíèé P k
n çà ïðåäåëàìè

òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ, ãäå âåëè÷èíû k è n − k ìîãóò ïðèíèìàòü öåëûå
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî ìû ìîæåì íå îãîâàðèâàòü èõ ðàâíûìè íóëþ
â ýòèõ îáëàñòÿõ, à îáðàòèòüñÿ ê òîìó ôàêòó, ÷òî Ýéëåð, ââåäÿ ïîíÿòèå
ãàììà-ôóíêöèè, ïðîäîëæèë òàêèì îáðàçîì ïîíÿòèå ôàêòîðèàëà â îáëàñòü
êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé, òàê ÷òî ôàêòîðèàë îò öåëîãî îòðèöà-
òåëüíîãî ÷èñëà ìîæíî ñ÷èòàòü ñóùåñòâóþùèì è ðàâíûì áåñêîíå÷íîñòè à,
ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷åíèå P k

n - íóëþ.

2.3. Èíòåðïðåòàöèÿ ÷èñåë òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.

Äàëåå ìû ïðîäîëæèì ðàññìàòðèâàòü âîïðîñ î ñîâïàäåíèè ÷èñåë òðå-
óãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ñ áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñåé÷àñ îáðàòèìñÿ
ê åù¼ îäíîé èíòåðïðåòàöèè ÷èñåë â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ, êîòîðàÿ ñîñòîèò
â òîì, ÷òî îíè ñîâïàäàþò ñ êîëè÷åñòâàìè ñòðóêòóð ó n-ìåðíîãî òåòðàýäðà.
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Ïóñòü èìååòñÿ n-ìåðíûé òåòðàýäð Tn(n ∈ Z, n ≥ 0). Îí ñîñòîèò èç ñòðóê-
òóð - âåðøèí, ð¼áåð, ãðàíåé, îáú¼ìîâ è òàê äàëåå. Êîëè÷åñòâî ñòðóêòóð íî-
ìåðà k íàçîâ¼ì k-ûì ïàðàìåòðîì òåòðàýäðà Tn è îáîçíà÷èì ÷åðåç T k

n (n ∈ Z,
n ≥ 0, k ∈ Z, k ≥ 0). È, òàêèì îáðàçîì, T 0

n áóäåò ïîêà îáîçíà÷àòü êîëè÷å-
ñòâî âåðøèí ó n-ìåðíîãî òåòðàýäðà, T 1

n - êîëè÷åñòâî ð¼áåð, T 2
n - êîëè÷åñòâî

ãðàíåé, è òàê äàëåå. Èíîãäà, ÷òîáû íå ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûõ îáîçíà÷å-
íèé, âåëè÷èíà T k

n áóäåò îáîçíà÷àòü íå òîëüêî êîëè÷åñòâî k-ûõ ñòðóêòóð ó
îáúåêòà Tn, íî è ñàìè ýòè ñòðóêòóðû.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé T k
n .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ T k
n òåòðàýäðà Tn íå ñëó÷àéíû, à

êàê-òî çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ òåòðàýäðîâ ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé.
Ýòó çàâèñèìîñòü îáíàðóæèì íà ïðèìåðå ðàçâèòèÿ äâóìåðíîãî òåòðàýäðà T2

(ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà) â òð¼õìåðíûé - T3 (ðèñóíîê 1):

-
p

p

p

p

p p

p

A

B

C A

B

C
O

D

a

a

Ðèñóíîê 1.

Åñëè ÷åðåç òî÷êó O, ðàâíîóäàë¼ííóþ îò âåðøèí òðåóãîëüíèêà ABC, ïðî-
âåñòè ïåðïåíäèêóëÿð ê ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà è íà í¼ì âçÿòü òî÷êó D òàê,
÷òîáû ðàññòîÿíèÿ AD, BD, CD áûëè áû ðàâíû äëèíå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
ABC a è ñîåäèíèòü òî÷êó D ñ âåðøèíàìè A, B, C, òî ïîëó÷èì òð¼õìåð-
íûé òåòðàýäð T3. ×òîáû ïîíÿòü, êàê èç ñòðóêòóð T2 ïîëó÷àþòñÿ ñòðóêòóðû
T3, áóäåì ìûñëåííî íåïðåðûâíî ïåðåìåùàòü 4ABC â íàïðàâëåíèè òî÷-
êè D, óìåíüøàÿ åãî ïëîùàäü, âïëîòü äî òî÷êè. Î÷åâèäíî, ÷òî èç òî÷êè A
ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ ðåáðî AD, èç ðåáðà AC - ãðàíü ACD, èç ãðàíè ABC -
òð¼õìåðíûé îáú¼ì ABCD. Òàêèì îáðàçîì, âñå ñòðóêòóðû òåòðàýäðà ABCD
èìåþò ñâîé ïðîòîòèï â ñòðóêòóðàõ òðåóãîëüíèêà ABC, çà èñêëþ÷åíèåì âåð-
øèíû D. Ïðè÷¼ì, êàæäàÿ ñòðóêòóðà òðåóãîëüíèêà ABC ïðîäîëæàåò ñàìó
ñåáÿ â òåòåðàýäðå ABCD è, â äîïîëíåíèå ê ýòîìó, ñîçäà¼ò â í¼ì åù¼ îäíó
ñòðóêòóðó íà åäèíèöó áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâèëî, ñâÿ-
çûâàþùåå êîëè÷åñòâî ñòðóêòóð òåòðàýäðîâ ñîñåäíèõ ðàçìåðíîñòåé Tn−1 è
Tn, åñëè îíî óíèâåðñàëüíî, äîëæíî áûòü òàêèì:

T k
n = T k−1

n−1 + T k
n−1 (5)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 1, k ∈ Z, k ≥ 1.
Êàê âèäèì, îíî ñîâïàäàåò ñ ïðàâèëîì (01) îáðàçîâàíèÿ ÷èñåë â òðå-

óãîëüíèêå Ïàñêàëÿ. Çíà÷èò ëè ýòî, ÷òî ÷èñëà â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ ñîâ-
ïàäàþò ñ êîëè÷åñòâàìè ñòðóêòóð ó n-ìåðíîãî òåòðàýäðà? - Íåò, íå çíà÷èò,
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âåäü ìû ïîêà íå çíàåì, êàêîâà ñòðóêòóðà ñàìîãî ïåðâîãî â ðÿäó òåòðàýä-
ðîâ, à äëÿ ñîâïàäåíèÿ íóæíî, ÷òîáû ó íåãî áûë òîëüêî îäèí ñòðóêòóðíûé
ýëåìåíò. Ïîýòîìó, íàéä¼ì ñòðóêòóðíûé ñîñòàâ ñàìîãî ïåðâîãî òåòðàýäðà.

Îäíàêî â íà÷àëå îòâåòèì íà âîïðîñ î ïðîèñõîæäåíèè âåðøèíû D â òåò-
ðàýäðå ABCD ïðè "ïðåâðàùåíèè"â íåãî òðåóãîëüíèêà ABC, âåäü â ñòðóêòó-
ðàõ òðåóãîëüíèêà ABC ïðîòîòèïà äëÿ íå¼ ìû íå îáíàðóæèëè. Êîëè÷åñòâî
âåðøèí òåòðàýäðà ABCD T 0

3 ñâÿçàíî ñ êîëè÷åñòâîì âåðøèí òðåóãîëüíèêà
ABC T 0

2 , î÷åâèäíî, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T 0
3 = 1 + T 0

2 (6)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü ïðàâèëî (05), ñâÿçûâàþùåå êîëè÷åñòâà ñòðóê-
òóð òåòðàýäðîâ ñîñåäíèõ ðàçìåðíîñòåé è íå ïîíÿòíî, ïî÷åìó îíî íå äîëæíî
îòíîñèòüñÿ òàêæå è ê âåðøèíàì êàê ê ñòðóêòóðíûì ýëåìåíòàì òåòðàýäðîâ?
Áîëåå òîãî, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâèëî (05) íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âåðøè-
íû òåòðàýäðîâ, òî òîãäà ñòàíîâèòñÿ ñîâåðøåííî íåïîíÿòíûì ïðîèñõîæäåíèå
åäèíèöû â ôîðìóëå (06). Íî, ñìûñë ýòîé åäèíèöû, â ñâåòå ïðàâèëà (05),
íàïðàøèâàåòñÿ ñàì ñîáîé - îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíò T−1

2 , áëàãîäàðÿ
êîòîðîìó â íàøåé "ýâîëþöèîííîé"ìîäåëè â òåòðàýäðå ABCD è ïîÿâëÿåò-
ñÿ âåðøèíà D, òàê ÷òî ìû ìîæåì ãîâîðèòü î ñóùåñòâîâàíèè åù¼ îäíîãî
ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà T−1

2 ó äâóìåðíîãî òåòðàýäðà T2 (è ó òðåóãîëüíèêà
âîîáùå), êîòîðûé ïðåäøåñòâóåò âåðøèíå T 0

2 òàêæå, êàê âåðøèíà T 0
2 ïðåä-

øåñòâóåò ð¼áðó T 1
2 .

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, à êàêèìè áóäóò çíà÷åíèÿ âåëè÷èí T−1
n ó òåòðàýä-

ðîâ äðóãèõ ðàçìåðíîñòåé?
Äëÿ ýòîãî îáîáùèì ñïîñîá îáðàçîâàíèÿ òåòðàýäðà èç òðåóãîëüíèêà íà

ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè n. Ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêîé ñïîñîá: ïóñòü
åñòü (n�1)-ìåðíûé òåòðàýäð Tn−1 â (n�1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Èç ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà, èç òî÷êè, ðàâíîóäàë¼ííîé îò âåðøèí òåòðàýäðà Tn−1, ïðîâå-
ä¼ì ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîì ðàñïîëîæåí òåòðàýäð Tn−1

è íà í¼ì âûáåðåì òî÷êó òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ îò íå¼ äî âåðøèí òåòðàýä-
ðà Tn−1 îêàçàëèñü áû ðàâíû äëèíå ñòîðîíû òåòðàýäðà Tn−1. Ñîåäèíèì ýòó
òî÷êó ñ âåðøèíàìè òåòðàýäðà Tn−1. Ïîëó÷èì n-ìåðíûé òåòðàýäð Tn.

Ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîì ðàñïîëîæåí òåòðàýäðTn−1,
ìû ìîæåì ïîñòðîèòü, ïðîâåäÿ ïåðïåíäèêóëÿð ê îñÿì îðòîãîíàëüíîãî áàçè-
ñà (n − 1)− ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ðàñïîëîæåí òåòðàýäð Tn−1.
Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì âûáðàòü ëþáóþ òî÷êó â íàïðàâëåíèè íî-
âîãî èçìåðåíèÿ è ñîåäèíèòü å¼ ñ âåðøèíàìè Tn−1. Ïîëó÷åííûé n-ìåðíûé
òðåóãîëüíèê, â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü ñìûñëå, íè÷åì íå áóäåò îòëè÷àòü-
ñÿ îò n-ìåðíîãî òåòðàýäðà, âåäü ýòîò ïîäõîä íè÷åãî íå ãîâîðèò î äëèíàõ
ð¼áåð, ïëîùàäÿõ ãðàíåé, âåëè÷èíàõ îáú¼ìîâ, ðàâåíñòâå óãëîâ è òàê äàëåå.
Çäåñü ó÷èòûâàåòñÿ ëèøü ôàêò íàëè÷èÿ ñòðóêòóðû, ïîýòîìó, âñ¼ ñêàçàííîå
çäåñü î ñòðóêòóðå n-ìåðíîãî òåòðàýäðà â ðàâíîé ìåðå îòíîñèòñÿ ê ëþáîìó
n-ìåðíîìó òðåóãîëüíèêó.
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Òàêèì îáðàçîì, ñïîñîá îáðàçîâàíèÿ n-ìåðíîãî òåòðàýäðà Tn èç (n-1)-
ìåðíîãî òàêîâ, ÷òî â òåòðàýäðå Tn ïî ñðàâíåíèþ ñ òåòðàýäðîì Tn−1 äîáàâ-
ëÿåòñÿ åù¼ îäíà âåðøèíà, è ìîæåì çàïèñàòü:

T 0
n = 1 + T 0

n−1 (7)
ãäå n ∈ Z, n ≥ 1 è, ó÷èòûâàÿ (05):

T−1
n−1 = 1 (8)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 1.
Åñòü ëè ó n-ìåðíîãî òåòðàýäðà ñòðóêòóðû åù¼ áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûå,

÷åì òå, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíà T−1
n ? Îêàçûâàåòñÿ, íåò. Äåéñòâè-

òåëüíî, íà îñíîâàíèè (05) íàïèøåì:

T−1
n = T−2

n−1 + T−1
n−1 (9)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 1.
Íî, T−1

n = T−1
n−1 = 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

T−2
n−1 = 0 (10)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 1.
Àíàëîãè÷íî, T−3

n−1 = 0, T−4
n−1 = 0 è òàê äàëåå.

Åñòåñòâåííî, ÷òî ýëåìåíò T−1
n−1 íåèçîáðàçèì, âåäü óæå âåðøèíà ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ òî÷êîé è ÷åì ïðåäñòàâèòü åù¼ áîëåå ïðîñòîé ýëåìåíò? È äàæå
ïîíÿòèå ìåñòîðàñïîëîæåíèÿ â îòíîøåíèè íåãî ïðèìåíèòü íåïðîòèâîðå÷è-
âî ïîêà íå óäàëîñü. Íî, áëàãîäàðÿ åìó ïîïûòêà îáúÿñíèòü èìåþùèåñÿ ó
n-ìåðíîãî òåòðàýäðà ñòðóêòóðû ðàçâèòèåì èõ èç ñòðóêòóð (n-1)-ìåðíîãî
òåòðàýäðà ñîãëàñíî ïðàâèëó (05) ïîëó÷èëà çàêîí÷åííóþ ôîðìó: òåïåðü ìû
ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ âåðøèíà ó òåòðàýäðà Tn ïî ñðàâíåíèþ
ñ òåòðàýäðîì Tn−1 "ðàçâèâàåòñÿ"èç ýëåìåíòà T−1

n−1. Åñëè áû âåëè÷èíà T−1
n−1

îêàçàëàñü ðàâíà, ñêàæåì, ïÿòè, òî ýòî ïðèâåëî áû ó òåòðàýäðà Tn ê ïîÿâ-
ëåíèþ åù¼ ïÿòè âåðøèí ïî ñðàâíåíèþ ñ òåòðàýäðîì Tn−1. À âîò òî, ÷òî â
ëþáîì òåòðàýäðå Tn èìååòñÿ ëèøü îäèí ýëåìåíò T−1

n , ñ ïîçèöèè ïðàâèëà
(05), ãîâîðèò î òîì, ÷òî ýëåìåíò T−1

n íå âîçíèêàåò èç êàêîãî-ëèáî äðóãîãî
ýëåìåíòà, à â åäèíè÷íîì êîëè÷åñòâå ïðèñóòñòâóÿ â ñàìîì ïåðâîì òåòðàýäðå,
ïðîäîëæàåò ñàì ñåáÿ èç òåòðàýäðà â òåòðàýäð.

Ïðîäîëæèì ïîèñêè ñòðóêòóðû ñàìîãî ïåðâîãî òåòðàýäðà.
Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî íàì èçâåñòíû êîëè÷åñòâà ñòðóêòóð ó òåò-

ðàýäðà T2. Ìîæåì ëè ìû óçíàòü, ñêîëüêî è êàêèõ ñòðóêòóð äîëæíî áûòü ó
T1 (ó îäíîìåðíîãî òåòðàýäðà)? Íàïðèìåð, ñêîëüêî ó íåãî âåðøèí?

Èç (05) ñëåäóåò:

T 0
2 = T−1

1 + T 0
1
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Òàê êàê T 0
2 = 3, T−1

1 = 1, òî îòñþäà ñëåäóåò:

T 0
1 = 2

Òî åñòü, ó îäíîìåðíîãî òåòðàýäðà åñòü äâå âåðøèíû. À, ñêîëüêî ó íåãî
ð¼áåð? Àíàëîãè÷íî, èç (05) ïîëó÷àåì:

T 1
2 = T 1

1 + T 0
1

3 = T 0
1 + T 1

1

T 1
1 = 1

Òî åñòü, ó îäíîìåðíîãî òåòðàýäðà åñòü îäíî ðåáðî, äâå âåðøèíû è îäèí
ýëåìåíò, ïðåäñòàâëÿåìûé âåëè÷èíîé T−1

1 . Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîé îáúåêò ìîæíî
èçîáðàçèòü îòðåçêîì.

À, ÷òî òàêîå íóëüìåðíûé òåòðàýäð? Èç (05) ñëåäóåò:

T 0
1 = T−1

0 + T 0
0

2 = 1 + T 0
0

T 0
0 = 1 (11)

Òî åñòü, ó íóëüìåðíîãî òåòðàýäðà åñòü îäíà âåðøèíà è îäèí ýëåìåíò,
âûðàæàåìûé âåëè÷èíîé T−1

0 . Òàêîé îáúåêò ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå òî÷êè.
Íî, ÿâëÿåòñÿ ëè íóëüìåðíûé òåòðàýäð ïåðâûì òåòðàýäðîì? Äëÿ îòâåòà

íà ýòîò âîïðîñ, íóæíî âûÿñíèòü ñëåäóþùåå: ñóùåñòâóåò ëè ïðèíöèïèàëüíàÿ
âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåêòà T−1 òàêîãî, ÷òîáû, ñ îäíîé ñòîðîíû,
îí ïðåäñòàâëÿëñÿ òîëüêî ïîëîæèòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè èëè íóëÿìè,
÷òîáû ìîæíî áûëî ãîâîðèòü î êîëè÷åñòâàõ åãî ñòðóêòóð, à, ñ äðóãîé - ÷òî-
áû ïðè ïðèìåíåíèè ê íåìó ïðàâèëà (05) ìû ïîëó÷èëè áû îáúåêò T0? (Íå
âèäÿ â íàñòîÿùèé ìîìåíò ñìûñëà ãîâîðèòü îá îáúåêòàõ ñ îòðèöàòåëüíîé
ðàçìåðíîñòüþ, ìû, òåì íå ìåíåå, ìîæåì ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíû T k

n ñî
çíà÷åíèÿìè n < 0, k < 0, êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (05), êîòîðûå ïðîíóìå-
ðîâàíû âåëè÷èíàìè n è k. Â ñëó÷àå, åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ó óðàâíåíèÿ (05)
åñòü ðåøåíèÿ T k

n , â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ n è (èëè) k îòðèöàòåëüíû, à ñàìè
âåëè÷èíû T k

n ïðåäñòàâëåíû öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè, òàê ÷òî èõ
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êîëè÷åñòâî ñòðóêòóð îáúåêòà Tn, íóìåðàöèÿ
ìîæåò áûòü èçìåíåíà, òàê ÷òî ðàçìåðíîñòè îáúåêòà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
óæå íå n, à, íàïðèìåð, (n − 1)). Çàïèøåì ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè T0 è
T−1 ñ ïîìîùüþ (05):

T−2
0 = T−3

−1 + T−2
−1
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T−1
0 = T−2

−1 + T−1
−1

T 0
0 = T−1

−1 + T 0
−1

Èëè, ó÷èòûâàÿ(08), (10) è (11):

0 = T−3
−1 + T−2

−1 (12)

1 = T−2
−1 + T−1

−1 (13)

1 = T−1
−1 + T 0

−1

Óðàâíåíèå (13) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ èìååò äâà ðåøåíèÿ:
T−1
−1 = 1, T−2

−1 = 0 è T−1
−1 = 0, T−2

−1 = 1. Âòîðîå ðåøåíèå íàì íå ïîäîéä¼ò,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (12) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ
ðåøåíèé íå èìååò. Ïåðâîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò âñåì òð¼ì óðàâíåíèÿì.
Âñå òå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå åù¼ ìîãóò áûòü íàïèñàíû äëÿ ïàðàìåòðîâ T0

è T−1, èñõîäÿ èç (05), (íàïðèìåð, T 1
0 = T 0

−1 + T 1
−1) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ

àâòîìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó âåëè÷èíû, âõîäÿøèå â íèõ èëè óæå ÿâëÿþòñÿ
íóëåâûìè (êàê, íàïðèìåð, T 1

0 ), èëè ìû ìîæåì âûáðàòü èõ ðàâíûìè íóëþ
(êàê T 1

−1 è T 0
−1) ).

Òàêèì îáðàçîì, îïèðàÿñü íà ñâÿçü ïàðàìåòðîâ ó òåòðàýäðîâ ñîñåäíèõ
ðàçìåðíîñòåé, ìû îáíàðóæèëè âîçìîæíîñòü äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òåòðàýäðà
T−1, ïðåäøåñòâóþùåãî íóëüìåðíîìó òåòðàýäðó T0, êîòîðûé ìîæåò ñîñòîÿòü
èç îäíîãî ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà T−1

−1 . À, âîò, òåòðàýäðà, ïðåäøåñòâóþùåãî
T−1, íå ñóùåñòâóåò, íî, ïîñêîëüêó ýòîò âîïðîñ ðåø¼í â áîëåå îáùåì âèäå,
ñåé÷àñ ìû ïðèìåì ýòî êàê ôàêò è ïîçæå îáîñíóåì.

Èòàê, ñîáèðàÿ âìåñòå âñå äàííûå, ïîëó÷åííûå î òåòðàýäðàõ è, ïîëüçóÿñü,
äàëåå, âûðàæåíèåì (05), ïîëó÷èì òàáëèöó 1 Ïðèëîæåíèÿ. Êàê âèäíî èç íå¼,
ïåðâûé è ñàìûé ïðîñòîé ñòðóêòóðíûé ýëåìåíò òåòðàýäðîâ T−1

n ñîâïàäàåò
ñ ïåðâûì òåòðàýäðîì T−1. Çàìåòèì, ÷òî, â öåëîì, k-ìåðíûé òåòðàýäð Tk è
ñòðóêòóðíûé ýëåìåíò n-ìåðíîãî òåòðàýäðà T k

n - íå îäíî è òî æå. Íàïðèìåð,
ðåáðî n-ìåðíîãî òåòðàýäðà T 1

n íå åñòü îäíîìåðíûé òåòðàýäð 1, âåäü, îäíî-
ìåðíûé òåòðàýäð ñîñòîèò èç îäíîãî ðåáðà, äâóõ âåðøèí è ýëåìåíòà T−1

1 , à
ðåáðî - òîëüêî èç ðåáðà. Íî, òåòðàýäð T−1 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ñòðóê-
òóðíîãî ýëåìåíòà T−1

1 è ïîòîìó ñ íèì ñîâïàäàåò. Ýòîò ñàìûé ïðîñòîé èç
òåòðàýäðîâ, à, òàêæå, åãî åäèíñòâåííûé ñòðóêòóðíûé ýëåìåíò, ìîæíî íà-
çâàòü ýëåìåíòàðíûì òåòðàýäðîì.

Çàìåòèì, ÷òî â òàáëèöå 1 Ïðèëîæåíèÿ ìû ïðîèçâåëè ïåðåîáîçíà÷åíèå:
k → k + 1, n → n + 1, âåäü, êîãäà ìû ââîäèëè íóìåðàöèþ òåòðàýäðîâ è
ýëåìåíòîâ èõ ñòðóêòóð ñ ïîìîùüþ ÷èñåë n è k, ìû íè÷åãî åù¼ íå çíàëè
îá ýëåìåíòàðíîì òåòðàýäðå, òàê ÷òî ñ åãî ïîÿâëåíèåì ýòè âåëè÷èíû óøëè
â îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâïàäåíèÿ íóìåðà-
öèé ÷èñåë òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ è ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ òåòðàýäðîâ, à
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òàêæå â öåëÿõ ïðèäàíèÿ íàèáîëåå ïðîñòîãî âèäà îïèñûâàþùåé êîëè÷åñòâî
ñòðóêòóð òåòðàýäðîâ ôîðìóëå, íóìåðàöèþ ñëåäóåò íà÷àòü ñ íóëÿ. Òàêèì
îáðàçîì, âåëè÷èíà T0 îáîçíà÷àåò ýëåìåíòàðíûé òåòðàýäð, T1 - íóëüìåðíûé,
T2 - îäíîìåðíûé, à âåëè÷èíà Tn îáîçíà÷àåò (n − 1)-ìåðíûé òåòðàýäð. Êàê
âèäíî, òàáëèöà òåòðàýäðîâ ïîëíîñòüþ ñîâïàëà ñ òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ,
÷òî ÿâèëîñü ñëåäñòâèåì ïðàâèëà (05), à òàêæå òîãî, ÷òî ó ñàìîãî ïåðâîãî
èç òåòðàýäðîâ T0 åñòü ëèøü îäèí ñòðóêòóðíûé ýëåìåíò T 0

0 = 1 (T k
0 = 0, ãäå

k 6= 0).
Òåïåðü ìû ìîæåì íàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë òàáëèöû òðåóãîëüíèêîâ

- îíà ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé äëÿ ÷èñåë òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ è, ñëåäîâà-
òåëüíî, âûãëÿäèò òàê:

T k
n =

n!
k!(n− k)!

(14)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z.
Èëè òàê:

T k
n = Ck

n (15)
ãäå n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z.
Çäåñü ìû ðàñøèðèëè ðàìêè íóìåðàöèè ïî âåëè÷èíå k, ïîñêîëüêó, ðàñ-

ñìàòðèâàÿ çíà÷åíèÿ T k
n çà ïðåäëàìè òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ, ìû òàêæå ìî-

æåì íàäåëèòü èõ ãåîìåòðè÷åñêèì ñìûñëîì. Ðàâåíñòâî íóëþ çíà÷åíèé T k
n

ïðè k < 0 îçíà÷àåò, ÷òî ó òåòðàýäðîâ íåò ñòðóêòóð, ïðåäøåñòâóþùèõ T 0
n .

À ðàâåíñòâî íóëþ çíà÷åíèé T k
n ïðè k > n îçíà÷àåò, ÷òî ó òåòðàýäðà Tn íåò

ñòðóêòóð ðàçìåðíîñòüþ áîëüøå (n− 1).
Â òàáëèöå 1 Ïðèëîæåíèÿ ïðèâåäåíû òàêæå ïðàâèëà, ïîçâîëÿþùèå ëó÷-

øå ïîíÿòü êàê ñòðóêòóðó îòäåëüíîãî n-ìåðíîãî òåòðàýäðà, òàê è îòëè÷èå
òåòðàýäðîâ ñîñåäñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé äðóã îò äðóãà.

3. Òàáëèöà Òàðòàëüè è èíòåïðåòàöèÿ ÷èñåë â íåé.
3.1. Òàáëèöà Òàðòàëüè.
Ïîñìîòðèì íà òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ (òàáëèöà 1). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

÷èñëà â åãî ñòîëáöàõ è ñòðîêàõ ìåíÿþòñÿ ïî-ðàçíîìó, âñëåäñòâèå ÷åãî â âû-
ðàæåíèå (04) âåëè÷èíû n è k âõîäÿò íåðàâíîïðàâíûì îáðàçîì. Îäíàêî,
åñëè áû ìû âûáðàëè äâå ïåðåìåííûå, íàïðèìåð, m è l, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
èçìåíÿëàñü áû îò ÿ÷åéêè ê ÿ÷åéêå âäîëü îäíîãî èç ðÿäîâ åäèíèö ïðè íåèç-
ìåííîé äðóãîé ïåðåìåííîé, ìû áû ïîëó÷èëè åù¼ îäèí ñëó÷àé ðàñïîëîæå-
íèÿ ÷èñåë òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ. Òàêàÿ òàáëèöà ÷èñåë íàçûâàåòñÿ òàáëèöåé
Òàðòàëüè:
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l
m

l = 0 l = 1 l = 2 l = 3 l = 4 l = 5 l = 6 . . .

m = 0 1 1 1 1 1 1 1 . . .
m = 1 1 2 3 4 5 6 7 . . .
m = 2 1 3 6 10 15 21 28 . . .
m = 3 1 4 10 20 35 56 84 . . .
m = 4 1 5 15 35 70 126 210 . . .
m = 5 1 6 21 56 126 252 462 . . .
m = 6 1 7 28 84 210 462 924 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Òàáëèöà 3.
Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â òàêîé çàïèñè ÷èñëà òàáëèöû ñòàëè ñèììåòðè÷íû

îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè, è ÷èñëî ëþáîé ñòðîêè ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ðàñïî-
ëîæåííûõ ïðÿìî ïîä íèì äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë íèæåëåæàùåé ñòðîêè (òàêæå
è äëÿ ñòîëáöîâ):

ϕ(m, l) = f(m, l − 1) + f(m− 1, l) (16)
ãäå m ∈ Z, m ≥ 1, l ∈ Z, l ≥ 1, f(0, 0) = 1, f(m, 0) = 1, f(0, l) = 1.
Îáíàðóæèâàÿ ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè âåëè÷èíàìè (n, k) è (m, l) è

äåëàÿ, ñîîòâåòñòâåííî, çàìåíó ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèè (04):

m = n− k (17)
l = k

ãäå n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z, k ≥ 0, m ∈ Z, m ≥ 0, l ∈ Z, l ≥ 0, ïîëó÷èì
ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñåë â òàáëèöå Òàðòàëüè:

ϕ(m, l) =
(m + l)!
m! · l! (18)

ãäå m ∈ Z, m ≥ 0, l ∈ Z, l ≥ 0.
Â âûðàæåíèè (18), â îòëè÷èå îò (04), âèäèì, ÷òî ïåðåìåííûå m è l

ðàâíîïðàâíû.
3.2. Èíòåðïðåòàöèÿ ÷èñåë â òàáëèöå Òàðòàëüè.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëà â ñòðîêàõ òàáëèöû Òàðòàëüè (òàêæå è äëÿ ñòîëá-

öîâ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òðåóãîëüíûå ÷èñëà è èõ îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé ïðî-
ñòðàíñòâ âñåõ ðàçìåðíîñòåé ([1], ñòð.14). Â ñòðîêå ñ m = 2 ðàñïîëîæåíû
òðåóãîëüíûå ÷èñëà, òî åñòü êîëè÷åñòâî êðóãîâ (äâóìåðíûõ øàðîâ, m = 2)
êîòîðûå íåîáõîäèìî âçÿòü, ÷òîáû èç íèõ ìîæíî áûëî áû ñëîæèòü ïðàâèëü-
íûé äâóìåðíûé òðåóãîëüíèê, ñòîðîíó êîòîðîãî ñîñòàâëÿëè áû l + 1 êðóãîâ:
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Ðèñóíîê 2.
l=0
m=2 m=2 m=2

l=1 l=2

Â îáùåì ñëó÷àå, ÷èñëî ϕ(m, l) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî m-ìåðíîãî òðå-
óãîëüíèêà, òî åñòü, êîëè÷åñòâî m-ìåðíûõ øàðîâ èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü
ïðàâèëüíûé m-ìåðíûé òðåóãîëüíèê âäîëü ñòîðîíû êîòîðãî áóäåò ðàñïîëî-
æåíî l+1 m-ìåðíûõ øàðîâ. Â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îäíîìåðíû-
ìè øàðàìè ÿâëÿþòñÿ îòðåçêè, à îäíîìåðíûì òðåóãîëüíèêîì, ñëîæåííûì èç
íèõ - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç îòðåçêîâ. Òàê, ϕ(1, 0) = 1 ñèìâîëè-
çèðóåò îäíîìåðíûé òðåóãîëüíèê, ñëîæåííûé èç îäíîãî îòðåçêà, ϕ(1, 1) = 2
- èç äâóõ è òàê äàëåå.

Íóëüìåðíûé òðåóãîëüíèê è íóëüìåðíûé øàð, òàêæå êàê è ëþáîé íóëü-
ìåðíûé îáúåêò, ìîæíî ïðåäñòàâèòü òî÷êîé. Ñòðîêà ϕ(0, l), ñîñòîÿùàÿ èç
åäèíèö, ìîæåò â äàííîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íàãëÿäíàÿ äåìîíñòðà-
öèÿ ñâîéñòâ ýòîãî îáúåêòà. Âî-ïåðâûõ, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ϕ(0, 0) åäèíèöà,
à íå íóëü, òî íóëüìåðíûé øàð, îïðåäåë¼ííî, ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâèì â
âèäå òî÷êè. À, âî-âòîðûõ, ïîñêîëüêó ϕ(0, l) ðàâíî òîæå åäèíèöå, à íå íó-
ëþ, òî ñóùåñòâóåò è íóëüìåðíûé òðåóãîëüíèê, ñëîæåííûé èç l íóëüìåðíûõ
øàðîâ òàê, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî íóëüìåðíûõ øàðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ íóëü-
ìåðíûé òðåóãîëüíèê ðàâíî åäèíèöå. Òàêîå âîçìîæíî áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì
íóëüìåðíîãî îáúåêòà - òî÷êè.

4. Îáîáù¼ííûé òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ.
4.1. Ïðåäñòàâëåíèå îá îáîáù¼ííîì òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ.
Îáîáù¼ííûì òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ (V-òðåóãîëüíèêîì) íàçûâàåì òðå-

óãîëüíóþ òàáëèöó, ýëåìåíòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ðåêóððåíò-
íûì ñîîòíîøåíèÿì:

V (n, k) = αn,k−1V (n− 1, k − 1) + βn,kV (n− 1, k) (19)
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè V (0, 0) = V0, V (n, k) = 0, åñëè min(n, k, n−k) <

0 ([2], ñòð. 36). (Ïîñêîëüêó çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ è îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ n è k, òî ìîæíî ãîâîðèòü òàêæå îá îáîáù¼ííîé ïëîñêîñòè Ïàñêàëÿ).

Âñå ýëåìåíòû ñ ôèêñèðîâàííûì (ðàâíûì n) ïåðâûì èíäåêñîì ñîñòàâëÿ-
þò n-ñòðîêó V-òðåóãîëüíèêà. ×èñëî V0, ñòîÿùåå â âåðøèíå (íóëåâîé ñòðîêå)
îáîáù¼ííîãî òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ, îãîâàðèâàåòñÿ îñîáî; âî ìíîãèõ ñëó÷à-
ÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü V0 = 1. Âåëè÷èíû αn,k è βn,k, ôèãóðèðóþùèå â ñîîòíî-
øåíèè (19), íàçûâàþò âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè ([2], ñòð. 36-37).
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Åñëè â ñîîòíîøåíèè (19) ïðè V0 = 1 ïîëîæèòü αn,k = βn,k = 1, n ≥ 1,
0 ≤ k ≤ n, òîãäà (19) ñîâïàä¼ò ñ (01), òî åñòü èìååì îáû÷íûé òðåóãîëüíèê
Ïàñêàëÿ ([2], ñòð37).

Ñîîòíîøåíèå (19) ïðè V0 = 1 è αn,k = α, βn,k = β, n ≥ 1, 0 ≤ k ≤ n äà¼ò
([2], ñòð37):

V (n, k) = Ck
n · αkβn−k (20)

Ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé òàêæå íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííûì òðåóãîëüíèêîì Ïàñ-

êàëÿ ([2], ñòð37).
4.2. ×àñòíûé ñëó÷àé îáîáù¼ííîãî òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.
Èçìåíèì îáîçíà÷åíèå âåëè÷èíû V (n, k) íà V k

s,n, ó÷èòûâàÿ â çíà÷åíèÿõ
V êàê íåðàâíîïðàâíîñòü âåëè÷èí n è k, òàê è âåëè÷èíó s (ñìûñë êîòîðîé
ñåé÷àñ ñòàíåò ïîíÿòíûì) è ðàñøèðèì îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé âåëè-
÷èíû k. Ïóñòü V 0

s,0 = 1, V k
s,0 = 0, åñëè k 6= 0 è â âûðàæåíèè (19) αn,k = 1,

βn,k = s, s ∈ N, n ∈ Z, n ≥ 1, k ∈ Z. Ïîëó÷èì âûðàæåíèå:

V k
s,n = V k−1

s,n−1 + s · V k
s,n−1 (21)

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà s ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, òî ïî-
ëó÷àåì ìíîæåñòâî ÷èñëîâûõ òàáëèö äëÿ âåëè÷èí V k

s,n, ñâîþ äëÿ êàæäîãî
çíà÷åíèÿ s. Â Ïðèëîæåíèè â òàáëèöàõ 3 è 4 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ V k

s,n äëÿ
÷åòûð¼õ ïåðâûõ çíà÷åíèé s. Åñòåñòâåííî, ÷òî òàáëèöà çíà÷åíèé V k

1,n ñîâïà-
äàåò ñ òàáëèöåé òåòðàýäðîâ è òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ.

Ñ ó÷¼òîì (20) ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷¼òà âåëè÷èí V k
s,n áóäåò òàêîé:

V k
s,n =

n!
k!(n− k)!

· sn−k (22)

èëè òàêîé:

V k
s,n = Ck

n · sn−k (23)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z, s ∈ N, Ck
n - áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò,

îïðåäåëÿåìûé ïî ôîðìóëå (03). Êàê âèäíî, çíà÷åíèå V 0
s,0 = V0 = 1 òàêæå

îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (22).
Âûðàæåíèå (1+ sx)n, â ðàçëîæåíèè êîòîðîãî ïî ñòåïåíÿì x ïîÿâëÿþòñÿ

êîýôôèöèåíòû V k
s,n, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè êîýôôèöèåíòîâ V 0
s,n, V 1

s,n, V 2
s,n, . . .(íåìíîãî ïîçæå áóäåò ðåø¼í âîïðîñ

î ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè â áîëåå îáùåì âèäå è äàííûé ôàêò áóäåò ñëåäî-
âàòü àâòîìàòè÷åñêè).

5. Îáîáù¼ííàÿ òàáëèöà Òàðòàëüè.
Ïî àíàëîãèè ñ îáîáù¼ííûì òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ ìîæíî ââåñòè ïîíÿ-

òèå îá îáîáù¼ííîé òàáëèöå Òàðòàëüè, ÷èñëà êîòîðîé áóäóò çàäàíû ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

f(m, l) = µm,l−1 · f(m, l − 1) + νm−1,l · f(m− 1, l) (24)
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ãäå m ∈ Z, m ≥ 1, l ∈ Z, l ≥ 1, µm,l ∈ R, νm,l ∈ R, êðîìå òîãî, âûáèðàåòñÿ
f(0, 0) = 1, f(m, 0) = 1, f(0, l) = 1, íî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ îáîáù¼ííàÿ
òàáëèöà Òàðòàëüè è ñ äðóãèìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè.

Ïî àíàëîãèè ñ ÷èñëîâîé ïîëóïëîñêîñòüþ Ïàñêàëÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü
÷èñëîâóþ ïëîñêîñòü Òàðòàëüè, åñëè â âûðàæåíèè (24) âûáðàòü òàêèå îãðà-
íè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ âõîäÿùèõ â íåãî âåëè÷èí:

m ∈ Z, l ∈ Z, µm,l ∈ R, νm,l ∈ R, çíà÷åíèå f(0, 0) îãîâàðèâàåòñÿ îòäåëüíî
è ÷àñòî f(0, 0) = 1, êðîìå òîãî, f(m, l) = 0, åñëè min(m, l) < 0.

Â ñëó÷àå, åñëè µm,l = 1 è νm,l = 1, èç âûðàæåíèÿ (24) ïîëó÷àåòñÿ ïðà-
âèëî îáðàçîâàíèÿ òàáëèöû Òàðòàëüè (16):

Â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ µm,l = µ, νm,l = ν ÷èñëà
îáîáù¼ííîé òàáëèöû Òàðòàëüè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ âûðàæåíèåì:

f(m, l) = µlνm (m + l)!
m!l!

(25)

ãäå m ∈ Z, m ≥ 0, l ∈ Z, l ≥ 0, µ ∈ R, ν ∈ R. Ýòî ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ
(20) ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ (17) è ïåðåîáîçíà÷åíèè ÷èñåë α è β ÷èñëàìè
µ è ν ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè òàáëèöû çíà÷åíèé âåëè÷èí V k
s,n ïðèâåñòè ê âèäó òàáëèöû Òàðòàëüè,

òî åñòü, â âûðàæåíèè (22) îò ïåðåìåííûõ n è k ïåðåéòè ê ïåðåìåííûì m è
l, äåëàÿ â âûðàæåíèè (22) çàìåíó ïåðåìåííûõ (17), òî ïîëó÷èì ìíîæåñòâî
òàáëèö âåëè÷èí fs(m, l) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé s è âûðàæåíèå äëÿ fs(m, l)
áóäåò òàêèì:

fs(m, l) = sm (m + l)!
m!l!

(26)

ãäå m ∈ Z, m ≥ 0, l ∈ Z, l ≥ 0, s ∈ R.
Êàê âèäèì, â âûðàæåíèè (26) óæå íåò ðàâíîïðàâèÿ ìåæäó ïåðåìåííû-

ìè m è l, íî åñëè â âûðàæåíèè (25) îêàæåòñÿ, ÷òî µ = ν, òî ðàâíîïðàâèå
ìåæäó m è l áóäåò è òàáëèöà çíà÷åíèé f(m, l) ñòàíåò ñèììåòðè÷íà îòíîñè-
òåëüíî äèàãîíàëè.

6. Òàáëèöà êóáîâ.
Âåðí¼ìñÿ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ îáîáù¼ííîãî òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ (4.2).

Ïðè s = 1 çíà÷åíèÿ V k
1,n îáðàçóþò òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñòðîêè òàáëèöû V1,n ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê êîëè÷åñòâà ñòðóê-
òóð ó òåòðàýäðîâ (òðåóãîëüíèêîâ) ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè. Ñåé÷àñ îáðàòèì-
ñÿ ê òàáëèöå ñ s = 2 è ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ âåëè÷èí V k

2,n êàê êîëè÷å-
ñòâà ñòðóêòóð ó n-ìåðíîãî êóáà (è âîîáùå ó n-ìåðíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà).
Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì êîëè÷åñòâà ñòðóêòóð (âåðøèí, ð¼áåð, ãðàíåé è òàê äàëåå)
ó n-ìåðíîãî êóáà.

Ïóñòü èìååòñÿ n-ìåðíûé êóá Nn, n ∈Z, n ≥ 0, êîòîðûé ñîñòîèò èç ðàç-
ëè÷íûõ ñòðóêòóð - âåðøèí, ð¼áåð, ãðàíåé, îáú¼ìîâ è òàê äàëåå. Ýòè ñòðóê-
òóðû áóäåì íóìåðîâàòü áóêâîé k, k ∈ Z, k ≥ 0 â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ
ðàçìåðíîñòè. À îáîçíà÷àòü êîëè÷åñòâî ñòðóêòóð íîìåðà k ó n-ìåðíîãî êóáà
áóäåì òàê: Nk

n . Âåëè÷èíó Nk
n íàçîâ¼ì ïàðàìåòðîì n-ìåðíîãî êóáà.

Ðàññ÷èòàåì çíà÷åíèÿ Nk
n .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ Nk
n n-ìåðíîãî êóáà íå ñëó÷àé-

íû, à, êàêèì-òî îáðàçîì, çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ êóáîâ ìåíüøèõ
ðàçìåðíîñòåé. Ýòî ñòàíåò ïîíÿòíûì, åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå îáðàçîâàíèå n-
ìåðíîãî êóáà èç (n-1)- ìåðíîãî ïóò¼ì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà (n-1)- ìåðíîãî
êóáà â íàïðàâëåíèè íîâîãî èçìåðåíèÿ íà äëèíó ðåáðà a (n-1)-ìåðíîãî êóáà.

Èçîáðàçèì ýòîò ïðîöåññ íà ïðèìåðå îáðàçîâàíèÿ òð¼õìåðíîãî êóáà èç
äâóìåðíîãî (êâàäðàòà) (ðèñ. 3):

Ðèñóíîê 3.

p

p

p

p

-

p p
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p p

p p
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B B1
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D D1
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¡

¡
¡
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¡
¡
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Ïåðåìåùàÿ äâóìåðíûé êóá - êâàäðàò ABCD - â íàïðàâëåíèè òðåòüå-
ãî èçìåðåíèÿ íà äëèíó a, ïîëó÷èì îáðàç A1B1C1D1 êâàäðàòà ABCD. Ñî-
åäèíÿÿ âåðøèíû A, B, C, D ñ èõ îáðàçàìè A1, B1, C1, D1 ïîëó÷èì êóá
ABCDA1B1C1D1, êîòîðûé íà åäèíèöó ðàçìåðíîñòè áîëüøå êóáà ABCD.

Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê ñòðóêòóðû êóáà ABCDA1B1C1D1 ñâÿçàíû ñî
ñòðóêòóðàìè êóáà ABCD? Íàïðèìåð, ñêîëüêî è êàêèõ ñòðóêòóð â êóáå
ABCDA1B1C1D1 îáðàçîâàëîñü èç ðåáðà BC êóáà ABCD? (Ó÷ò¼ì, ÷òî ðåáðî
íå ñîäåðæèò âåðøèíû íà êîíöàõ). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ð¼áðà BC è B1C1,
à, òàêæå, ãðàíü BCB1C1. Èç òî÷êè A îáðàçîâàëèñü òî÷êè A, A1 è ðåá-
ðî AA1, à èç ãðàíè ABCD (îíà íå ñîäåðæèò ð¼áåð è âåðøèí - ýòî äðó-
ãèå ñòðóêòóðû) îáðàçîâàëèñü ãðàíè ABCD, A1B1C1D1 è òð¼õìåðíûé îáú¼ì
ABCDA1B1C1D1. Òàêèì îáðàçîì, èç ëþáîé ñòðóêòóðû êóáà ABCD â êóáå
ABCDA1B1C1D1 âîçíèêíåò ïî äâå ñòðóêòóðû òîé æå ðàçìåðíîñòè è îäíà
ñòðóêòóðà ðàçìåðíîñòè íà åäèíèöó áîëüøåé. Çàïèøåì ýòîò ôàêò:

Nk
3 = Nk−1

2 + 2 ·Nk
2 (27)

ãäå k ∈ Z, k ≥ 1.
Ïîñòàâèì âîïðîñ: à ñîõðàíèòñÿ ëè ýòà çàêîíîìåðíîñòü â ñëó÷àå ïðîèç-

âîëüíûõ çíà÷åíèé n? Ýòî áóäåò òàê, âåäü ðèñóíîê 2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñõåìó "ïðåâðàùåíèÿ"è äâóìåðíîãî êóáà â òð¼õìåðíûé, è âîîáùå (n-1)-
ìåðíîãî êóáà â n-ìåðíûé, òàê êàê îí îòðàæàåò ïðèíöèïèàëüíûé ìîìåíò ýòî-
ãî ïðîöåññà. Òîãäà êâàäðàò ABCD áóäåò èçîáðàæàòü (n-1)-ìåðíûé êóá, åãî
ð¼áðà - (n-2)-ìåðíûå åãî ñòðóêòóðû, åãî âåðøèíû - (n-3)-ìåðíûå, à êàêèå-òî
ñòðóêòóðû (n-1)-ìåðíîãî êóáà îêàæóòñÿ íåèçîáðàæ¼ííûìè, äà è êîëè÷åñòâî
èçîáðàæ¼ííûõ ñòðóêòóð ìîæåò áûòü äðóãèì, ÷åì ó (n-1)-êóáà, íî ýòî âñ¼ íå
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âàæíî, à âàæíî òî, ÷òî ýòà ñõåìà íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò òîò ôàêò, ÷òî ëþ-
áîé ýëåìåíò (n-1)-ìåðíîãî êóáà â ïðîöåññå "îáðàçîâàíèÿ èç íåãî"n-ìåðíîãî
êóáà ñîçäà¼ò â í¼ì äâà àíàëîãè÷íûõ ýëåìåíòà è îäèí ýëåìåíò íà åäèíèöó
áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëî îáðàçîâàíèÿ n-ìåðíîãî êóáà
èç (n-1)- ìåðíîãî áóäåò òàêèì:

Nk
n = Nk−1

n−1 + 2 ·Nk
n−1 (28)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 1, k ∈ Z, N0
0 = 1, Nk

0 = 0, åñëè k 6= 0.
Çàáåãàÿ âïåð¼ä, ìû ñíÿëè îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ k ìåíüøèå íóëÿ è,

ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåì çíà÷åíèÿ Nk
n âî âñåé íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ ïàðàìåòðû êóáà êàêîé-ëèáî ðàçìåðíîñòè, ìîæíî
îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû êóáà ëþáîé áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, à òàêæå, ïóò¼ì
ñîñòàâëåíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ
òåòðàýäðîâ) - ïàðàìåòðû ëþáîãî êóáà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé êóáîâ äî n = 5 ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2 Ïðè-
ëîæåíèÿ. Ýòà òàáëèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé "ñòðóêòóðó êóáîâ ãäå n-ÿ ñòðîêà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð çíà÷åíèé Nk

n , ñîâïàäàþùèõ ñ êîëè÷åñòâàìè ïà-
ðàìåòðîâ ó n-ìåðíîãî êóáà Nn. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (28) ÿâëÿåòñÿ
"ñòðóêòóðîîáðàçóþùåé"äëÿ "ñòðóêòóðû êóáîâ".

Êàê âèäíî, âûðàæåíèå (28) ñîâïàëî ñ (21) ïðè s = 2, ñëåäîâàòåëüíî,
ó÷èòàâàÿ, ÷òî N0

0 = V 0
s,0 = 1, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëà V k

2,n ñîâïàäàþò ñ êîëè-
÷åñòâàìè ñòðóêòóð ó n-ìåðíîãî êóáà. Òàêæå, ó÷èòûâàÿ (23), ìû ïîëó÷àåì
ôîðìóëó äëÿ ðàñ÷¼òà êîëè÷åñòâ ñòðóêòóð ó n-ìåðíîãî êóáà:

Nk
n = Ck

n · 2n−k (29)
ãäå n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z.

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (15) è (29), âèäèì, ÷òî êîëè÷åñòâà ñòðóêòóð ó
êóáîâ è òåòðàýäðîâ îêàçàëèñü òåñíî ñâÿçàíû, òàê, ÷òî ñâîéñòâà n-ìåðíîãî
êóáà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñâîéñòâà (n-1)-ìåðíîãî òåòðàýäðà:

Nk
n = T k

n · 2n−k (30)
ãäå n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z.
Ïîíÿòíî, ÷òî ýòà âçàèìîñâÿçü ñóùåñòâóåò â ñèëó òîãî, ÷òî è òåòðàýäðû, è

êóáû îòíîñÿòñÿ ê îäíîé è òîé æå ñèñòåìå îáúåêòîâ Vs,n, ïðè÷¼ì, òåòðàýäðû
ñîâïàäàþò ñ îáúåêòàìè V1,n, à êóáû - ñ V2,n, è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ñâîéñòâà
îïèñûâàþòñÿ îäíîé è òîé æå ôîðìóëîé (23). Â ýòîé ñèñòåìå ñóùåñòâóþò è
äðóãèå îáúåêòû Vs,n ñî çíà÷åíèåì s > 2. È õîòÿ äëÿ íèõ ïîêà íå îáíàðóæåíî
òàêèõ èíòåðïðåòàöèé, êàê äëÿ îáúåêòîâ V1,n è V2,n, òåì íå ìåíåå îíè òîæå
ìîãóò áûòü íàãëÿäíî èíòåðïðåòèðîâàíû, î ÷¼ì áóäåò ñêàçàíî ïîçæå.

7. Ñóùåñòâóþò ëè ó "òàáëè÷íûõ êóáîâ"ñòðóêòóðû áîëåå ýëå-
ìåíòàðíûå, ÷åì âåðøèíû êóáà? Ñóùåñòâóåò ëè êóá, áîëåå ýëå-
ìåíòàðíûé, ÷åì íóëüìåðíûé êóá?
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Ïî àíàëîãèè ñ òåòðàýäðàìè çàäàäèì âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè ñòðóêòóðû
êóáà áîëåå ýëåìåíòàðíûå, ÷åì âåðøèíà êóáà? Îêàçûâàåòñÿ, íåò. Ïðåäïîëî-
æèì îáðàòíîå, òî åñòü, ÷òî ó êóáîâ ñóùåñòâóåò ñòðóêòóðà N−1

n−1. Ïðèìåíèì
âûðàæåíèå (28) ê âåðøèíàì êóáîâ ñîñåäíèõ ðàçìåðíîñòåé, ïîëó÷èì (ïðà-
âèëî (28) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ è ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ k, è ïðè
çíà÷åíèÿõ k > n, ÷òî ìû çàðàíåå è ñäåëàëè, âûáèðàÿ k ∈ Z. Åñëè â ýòèõ îá-
ëàñòÿõ ñòðóêòóð ó "òàáëè÷íûõ êóáîâ"íå îáíàðóæèòñÿ, ýòî áóäåò îòðàæåíî
íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè âåëè÷èí Nk

n â ýòèõ îáëàñòÿõ. Åñëè æå îêàæåòñÿ, ÷òî
âåëè÷èíû Nk

n ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ k ìîãóò ïðèíèìàòü öåëûå ïîëî-
æèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî, êàê è â ñëó÷àå ñ òåòðàýäðàìè, ìû ìîæåì ñìåñòèòü
íóìåðàöèþ è ââåñòè ïåðåîáîçíà÷åíèå, íàïðèìåð, òàêîå N−1

n−1 → N0
n−1):

N0
n = N0−1

n−1 + 2 ·N0
n−1

ãäå n ∈ Z, n ≥ 1, îòêóäà ñëåäóåò:

N0−1
n−1 = N0

n − 2 ·N0
n−1 (31)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 1.
Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (29), êîëè÷åñòâî âåðøèí ó êóáà ïðè óâåëè÷å-

íèè ðàçìåðíîñòè íà åäèíèöó, âîçðàñòàåò â äâà ðàçà, îòêóäà, ñ ó÷¼òîì (31),
ñëåäóåò, ÷òî

N−1
n−1 = 0 (32)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 1, ÷òî ìîæíî çàïèñàòü åù¼ òàê:

N−1
n = 0 (33)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 0.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî ó êóáîâ Nn, ñòðóêòóð N−1

n íå ñóùåñòâóåò. À, êàê íàñ÷¼ò
N−2

n ? Îïÿòü ïðèìåíèì âûðàæåíèå (28), ïîëó÷èì:

N−1
n = N−2

n−1 + 2 ·N−1
n−1

ãäå n ∈ Z, n ≥ 1. Îòêóäà ïîëó÷èì:

N−2
n−1 = N−1

n − 2 ·N−1
n−1

ãäå n ∈ Z, n ≥ 1. Íî ñîãëàñíî (32) è (33) N−1
n = 0 è N−1

n−1 = 0, ñëåäîâà-
òåëüíî

N−2
n = 0

ãäå n ∈ Z, n ≥ 0. Òî÷íî òàêæå, N−3
n = 0, N−4

n = 0 è òàê äàëåå.
Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóð, áîëåå ýëåìåíòàðíûõ, ÷åì âåðøèíû, ó êóáîâ

Nn íå ñóùåñòâóåò. À ñóùåñòâóåò ëè êóá N−1 íåîáû÷íûé, òî åñòü, áîëåå
ýëåìåíòàðíûé, ÷åì íóëüìåðíûé êóá? Åñëè äà, òî êîëè÷åñòâà åãî ñòðóêòóð
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äîëæíû äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ñ êîëè÷åñòâàìè ñòðóêòóð íóëüìåðíîãî êóáà
ñîãëàñíî (28):

N0
0 = N−1

−1 + 2 ·N0
−1

1 = N−1
−1 + 2 ·N0

−1

Íî ïî ñâîåìó ñìûñëó N0
−1 è N−1

−1 - ýòî êîëè÷åñòâà ñòðóêòóð îïðåäåë¼ííî-
ãî âèäà ó êóáà, ïðåäøåñòâóþùåãî íóëüìåðíîìó êóáó è ìîãóò âûðàæàòüñÿ
òîëüêî öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè èëè áûòü ðàâíûìè íóëþ. Ïðè
òàêîì ïîäõîäå, î÷åâèäíî, åñòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå: N−1

−1 = 1, N0
−1 = 0.

Íî â òàêîì ñëó÷àå ó êóáà N−1 íåèçáåæíî âîçíèêíóò è äðóãèå ïàðàìåòðû,
ïðè÷¼ì, ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Äåéñòâèòåëüíî, íàïèøåì óðàâíå-
íèå (28) äëÿ âåëè÷èíû N−1

0 , êîòîðàÿ, ñîãëàñíî (33), ðàâíà íóëþ, ïîëó÷èì:

N−1
0 = N−2

−1 + 2 ·N−1
−1

0 = N−2
−1 + 2 · 1

N−2
−1 = −2

è òàêóþ âåëè÷èíó ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êîëè÷å-
ñòâî ñòðóêòóð ó êóáà N−1. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíîñòè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
êóáà N−1 â ïðåäïîëàãàåìîì çäåñü ñìûñëå íå ñóùåñòâóåò.

8. Îãðàíè÷åííîñòü ñòðóêòóð Vs.
Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå îáúåêòîâ Vs,n.
Çàäàäèì âîïðîñ, äîïóñêàåò ëè ïðàâèëî (21) âîçìîæíîñòü äîïîëíèòü

êàêóþ-ëèáî èç ñòðóêòóð Vs íåíóëåâûìè ÷èñëàìè ñëåâà? Ïîïûòàåìñÿ íàéòè
÷èñëî V −1

s,n−1, êîòîðîå äîëæíî ðàñïîëàãàòüñÿ â ïåðâîì ðÿäó ñëåâà îò ÷èñëà
V 0

s,n−1 îáúåêòà Vs,n, èñõîäÿ èç âûðàæåíèÿ (21):

V 0
s,n = V −1

s,n−1 + s · V 0
s,n−1 (34)

ãäå s ∈ N, n ∈ Z, n ≥ 1, V 0
s,0 = 1, V k

s,0 = 0, åñëè k 6= 0.
Äàëåå, èñïîëüçóåì ñëåäñòâèå ïðàâèëà (21) - ôîðìóëó (22). Ïðåäñòàâèì

ïî íåé âåëè÷èíû V 0
s,n è V 0

s,n−1:

V 0
s,n =

n!
0!(n− 0)!

· sn−0 (35)

ãäå s ∈ N, n ∈ Z, n ≥ 0.

V 0
s,n = sn

ãäå s ∈ N, n ∈ Z, n ≥ 0.
à, òàêæå,
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V 0
s,n−1 = sn−1

ãäå s ∈ N, n ∈ Z, n ≥ 1.
È, ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (34), ïîëó÷èì:

sn = V −1
s,n−1 + s · sn−1

ãäå s ∈ N, n ∈ Z, n ≥ 1, îòêóäà ñëåäóåò:

V −1
s,n−1 = 0

ãäå s ∈ N, n ∈ Z, n ≥ 1. Òî åñòü, ëþáîå ÷èñëî â ïåðâîì ðÿäó ñëåâà îò
ðÿäà V 0

s,n, ðàâíî íóëþ. Òàêæå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðÿäó V −2
s,n−1 òîæå îäíè

íóëè. Ñîãëàñíî (21),

V −1
sn = V −2

s,n−1 + s · V −1
s,n−1

V −2
s,n−1 = V −1

sn − s · V −1
s,n−1

V −2
s,n−1 = 0− s · 0 = 0

ãäå s ∈ N, n ∈ Z, n ≥ 1.
Àíàëîãè÷íî, V −3

s,n−1 = 0, V −4
s,n−1 = 0 è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, â òàá-

ëèöå ëþáîé ñòðóêòóðû Vs, çàäàâàåìîé ïðàâèëîì (35), ÷èñëà êîòîðîé îïðå-
äåëÿþòñÿ ñîãëàñíî ñîãëàñíî ôîðìóëå (22), ñëåâà îò å¼ ïåðâîãî ðÿäà V 0

s íåò
íèêàêèõ îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷èñåë. Äëÿ ñòðóêòóð V1 è V2, èìåþùèõ ãåîìåò-
ðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó n-ìåðíûõ òåòðàýäðîâ è êóáîâ
íåò âîçìîæíîñòè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ó íèõ ñòðóêòóð áîëåå ýëåìåíòàðíûõ,
÷åì, ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíòàðíûé òåòðàýäð è âåðøèíà êóáà.

×òî êàñàåòñÿ âîçìîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ ñòðóêòóð Vs âïðàâî, â îáëàñòü,
ãäå > n, òî, òîãäà â âûðàæåíèè (22) â çíàìåíàòåëå ïîÿâèòñÿ ôàêòîðèàë
îò îòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà, êîòîðûé ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, èç-çà ÷åãî
âåëè÷èíà V k

s,n îáðàòèòñÿ â íóëü. Äëÿ ñòðóêòóð V1 è V2, ñ òî÷êè çðåíèÿ
ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó n-ìåðíûõ òåòðàýäðîâ è
êóáîâ íåò ñòðóêòóð ðàçìåðíîñòüþ áîëüøå, ÷åì n.

9. Î ðàñïðîñòðàíåíèè ñòðóêòóð Vs â âåðõíþþ îáëàñòü.

Çäåñü ñèòóàöèÿ íå ñòîëü îäíîçíà÷íà, êàê â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíè-
ÿõ. Ñóùåñòâóåò ëè âîçìîæíîñòü äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåêòà Vs,−1? Ñóùå-
ñòâóåò íå òîëüêî âîçìîæíîñòü, íî è íåîáõîäèìîñòü åãî ñóùåñòâîâàíèÿ, åñëè
ñìîòðåòü íà ñòðóêòóðû Vs êàê íà ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ïðàâèëà (21). Â ýòîì
ñìûñëå îáúåêò Vs,−1 íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ðÿäîì íóëåé, ïîñêîëüêó
ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà (21) ðÿä íóëåé íå ñîçäàñò íåíóëåâîé îáúåêò Vs,0. Ïî-
ïðîáóåì îòûñêàòü êàêèå-òî ïàðàìåòðû îáúåêòà Vs,−1. Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü (21),
íàïèøåì:
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V 0
s,0 = V −1

s,n−1 + s · V 0
s,n−1

1 = V −1
s,n−1 + s · V 0

s,n−1

ãäå s ∈ N, n ∈ Z, n ≥ 0. Ïîíÿòíî, ÷òî â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ
ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ:

1. V 0
1,−1 = 1, V −1

1,−1 = 0.
2.V 0

s,−1 = 0, V −1
s,−1 = 1, ãäå s ∈ N.

Îäíàêî â ñëó÷àå 1.èç öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë îáúåêò Vs,−1 ïîñòðî-
èòü íå óäà¼òñÿ, ýòî áóäåò òàêîé îáúåêò:

V1,−1 = (. . . , 0, 0, 1,−1, 1,−1, . . .),
à ïðè ðåøåíèè 2.îáúåêò Vs,−1 ïîëó÷èòñÿ òàêèì:
Vs,−1 = (. . . ,−s3, s2,−s, 1, 0, 0, 0, . . .)
è, òàêèì îáðàçîì, èíòåðïðåòèðîâàòü òàêèå îáúåêòû êàê íàáîðû êîëè-

÷åñòâ èõ ñòðóêòóð ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíî, íî â îáùåì ñìûñëå ýòè îáúåêòû,
à òàêæå òå, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñîñòàâëåíû èç íåöåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (21), êîíå÷íî, ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèÿ.

10. Âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñòðóêòóðàìè Vs.
Ïîñìîòðèì íà òàáëèöû 3 è 4 Ïðèëîæåíèÿ è íàéä¼ì ñóììó ÷èñåë â ñòðîêå

êàêîé-ëèáî ñòðóêòóðû. Íàïðèìåð, ñóììèðóåì ÷èñëà â ïÿòîé ñòðîêå ñòðóê-
òóðû V1. Ïîëó÷èì ÷èñëî 256. Íî, ýòî åñòü ïåðâîå ÷èñëî â ïÿòîé ñòðîêå ñëå-
äóþùåé ñòðóêòóðû - V2. È òàê - äëÿ âñåõ ñòðîê âñåõ ñòðóêòóð ïîëó÷àåòñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.
Ñóììà ÷èñåë â n-îé ñòðîêå êàêîé-ëèáî ñòðóêòóðû Vs åñòü ïåðâîå ÷èñëî

â n-îé ñòðîêå ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû Vs+1:

V 0
s+1,n =

n∑

k=0

V k
sn (36)

ãäå s ∈ N, n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n.
Äîêàçàòåëüñòâî.
(âåçäå â äîêàçàòåëüñòâå s ∈ N, n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n).
Ïðåäñòàâèì âåëè÷èíó V 0

s+1,n ïî ôîðìóëå (22), ïîëó÷èì:

V 0
s+1,n = (s + 1)n (37)

Ðàñïèøåì âûðàæåíèå (s + 1)n ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà:

(s + 1)n = C0
n · sn−0 + C1

n · sn−1 + . . . + Cn−1
n · s1 + Cn

n · s0

èëè ñîêðàù¼ííî:
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(s + 1)n =
n∑

k=0

Ck
n · sn−k

ãäå Ck
n - áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò, âûðàæàåìûé ôîðìóëîé (03).

Íî, âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ñóììû, ñîãëàñíî (23), åñòü V k
s,n, ñëåäîâàòåëü-

íî

(s + 1)n =
n∑

k=0

V k
sn

è, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (37), òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå òåîðåìû 1 â ãåîìåòðèè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:
Ñëåäñòâèå. Êîëè÷åñòâî âñåõ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ (n�1)-ìåðíîãî

òðåóãîëüíèêà ðàâíî êîëè÷åñòâó âåðøèí n-ìåðíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà (ñ
ó÷¼òîì ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåìåíòàðíîãî òðåóãîëüíèêà).

Êîëè÷åñòâî âñåõ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ (n�1)-ìåðíîãî
òðåóãîëüíèêà íà åäèíèöó ìåíüøå êîëè÷åñòâà âåðøèí n-ìåðíîãî ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèêà (áåç ó÷¼òà ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåìåíòàðíîãî òðåóãîëüíèêà).

Äîêàæåì åù¼ îäèí ôàêò, îòíîñÿùèéñÿ ê çàêîíîìåðíîñòÿì, ñóùåñòâóþ-
ùèì íà ìíîæåñòâå îáúåêòîâ Vs. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè, íàïðèìåð,
â òàáëèöå 4 â n-îé ñòðîêå âçÿòü íå ñóììó, à ñóììó è ðàçíîñòü âåëè÷èí V k

4n

(V 0
4n − V 1

4n + V 2
4n − V 3

4n + . . .), òî ïîëó÷èì ïåðâîå ÷èñëî â n-îé ñòðîêå ïðåäû-
äóùåé òàáëèöû (ñ s = 3) - V 0

3n. Òî åñòü, èìååòñÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 2. Åñëè â n-îé ñòðîêå òàáëèöû Vs ñëîæèòü âñå ÷èñëà ñ ÷¼ò-

íûìè çíà÷åíèÿìè k è k = 0 è èç ïîëó÷åííîé ñóììû âû÷åñòü âñå ÷èñëà ñ
íå÷¼òíûìè çíà÷åíèÿìè k, òî ïîëó÷èì ïåðâîå ÷èñëî â n-îé ñòðîêå òàáëè-
öû Vs−1 - V 0

s−1,n :

V 0
s−1,n =

n∑

k=0

(−1)kV k
s,n (38)

ãäå s ∈ N, n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî.
(âî âñ¼ì äîêàçàòåëüñòâå s ∈ N, n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n).
Ïðåäñòàâèì âåëè÷èíó V 0

s−1,n ïî ôîðìóëå (22), ïîëó÷èì:

V 0
s−1,n = (s− 1)n (39)

Ïðåäñòàâèì âåëè÷èíó (s− 1)n ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà, ïîëó÷èì:

(s−1)n = C0
n ·sn(−1)0 +C1

n ·sn−1(−1)1 + . . .+Cn−1
n ·s1(−1)n−1 +Cn

n ·s0(−1)n
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èëè ñîêðàù¼ííî:

(s− 1)n =
n∑

k=0

Ck
n · sn−k(−1)k

ãäå Ck
n - áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò, âûðàæàåìûé ôîðìóëîé (03).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (23), ìîæåì çàïèñàòü:

(s− 1)n =
n∑

k=0

(−1)kV k
sn

È, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (39), òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Èíòåðåñíî ñëåäñòâèå ýòîé òåîðåìû â ãåîìåòðèè:
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ó n-ìåðíîãî òðåóãîëüíèêà ñëîæèòü êîëè÷åñòâà

âñåõ åãî ñòðóêòóð ñ ÷¼òíûìè çíà÷åíèÿìè k è k = 0 è èç ïîëó÷åííîãî ÷èñ-
ëà âû÷åñòü âñå êîëè÷åñòâà åãî ñòðóêòóð ñ íå÷¼òíûìè çíà÷åíèÿìè k, òî
ïîëó÷èì íîëü (ñ ó÷¼òîì ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåìåíòàðíîãî òðåóãîëüíèêà).

n+1∑

k=0

(−1)kAk = 0 (40)

ãäå Ak - êîëè÷åñòâî ñòðóêòóð (ïàðàìåòðîâ) íîìåðà k ó n-ìåðíîãî òðå-
óãîëüíèêà.

Åñëè ó n-ìåðíîãî òðåóãîëüíèêà ñëîæèòü êîëè÷åñòâà
âñåõ åãî ñòðóêòóð ñ ÷¼òíûìè çíà÷åíèÿìè k è k = 0 è èç ïîëó÷åííîãî
÷èñëà âû÷åñòü âñå êîëè÷åñòâà åãî ñòðóêòóð ñ íå÷¼òíûìè çíà÷åíèÿìè k,
òî ïîëó÷èì åäèíèöó (áåç ó÷¼òà ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåìåíòàðíîãî òðåóãîëü-
íèêà).

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ó n-ìåðíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ñëîæèòü êîëè÷å-
ñòâà âñåõ åãî ñòðóêòóð ñ ÷¼òíûìè çíà÷åíèÿìè k è k = 0 è èç ïîëó÷åííî-
ãî ÷èñëà âû÷åñòü âñå êîëè÷åñòâà åãî ñòðóêòóð ñ íå÷¼òíûìè çíà÷åíèÿìè
k, òî ïîëó÷èì åäèíèöó.

n∑

k=0

(−1)kAk = 1 (41)

ãäå Ak - êîëè÷åñòâî ñòðóêòóð (ïàðàìåòðîâ) íîìåðà k ó n-ìåðíîãî ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèêà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìóëà (41), îòíîñÿùàÿñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòàì
íå íàñòîëüêî ÿñíà, êàê ôîðìóëà (38), îïèñûâàþùàÿ òàáëè÷íûå îáúåêòû,
òàê êàê íå ðàñêðûâàåò ñìûñëà åäèíèöû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (41).
Èìåííî ôîðìóëà (38) ïîçâîëÿåò ïîíÿòü, ÷òî åäèíèöà â âûðàæåíèè (41)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ òåòðàýäðîâ ó (n-1)-ìåðíîãî
òðåóãîëüíèêà.

Òåîðåìà 2 èìååò ïåðåñå÷åíèå ñ èçâåñòíîé òåîðåìîé Ýéëåðà[3] äëÿ ìíî-
ãîãðàííèêîâ: äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî òð¼õìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà âûïîëíÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèå:

23



S + H = A + 2 (42)
ãäå S - êîëè÷åñòâî âåðøèí, H - êîëè÷åñòâî ãðàíåé, A - êîëè÷åñòâî ð¼áåð

òð¼õìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà.
Êîíå÷íî, îíà â ïîëíîé ìåðå äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ñëåäñòâèÿì 1 è 2

òåîðåìû 2, åñëè ðå÷ü èä¼ò î òð¼õìåðíûõ òðåóãîëüíèêå è ÷åòûð¼õóãîëüíèêå.
Òàê îíî è åñòü. Áîëåå òîãî, ñëåäñòâèÿ 1 è 2 òåîðåìû 2 ïîìîãàþò ïîíÿòü,
ïî÷åìó â òåîðåìå Ýéëåðà ïîÿâèëàñü äâîéêà: îäíà èç åäèíèö, ñîñòàâëÿþùèõ
å¼ ïðåäñòàâëÿåò åäèíñòâåííûé òð¼õìåðíûé îáú¼ì, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿòñÿ
ñòðóêòóðîé ìíîãîãðàííèêà, à âòîðàÿ, â ñëó÷àå òð¼õìåðíîãî òðåóãîëüíèêà,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ñîãëàñíî (38), êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ òðåóãîëüíèêîâ
â åãî ñòðóêòóðå; â ñëó÷àå òð¼õìåðíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà åäèíèöà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé, ñîãëàñíî (38), êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ òðåóãîëüíèêîâ ó äâó-
ìåðíîãî òðåóãîëüíèêà. À ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíà èç åäèíèö, ñîñòàâëÿ-
þùèõ äâîéêó â ôîðìóëå (42) â ñëó÷àå äðóãèõ òð¼õìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ?
- Ó íàñ ïîêà íåò îòâåòà íà òàêîé âîïðîñ, íî ýòî çàñòàâëÿåò çàäóìàòüñÿ îá
ýêâèâàëåíòíîñòè, â êàêîì-òî ñìûñëå, òð¼õìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ òð¼õìåð-
íûì òðåóãîëüíèêàì èëè ÷åòûð¼õóãîëüíèêàì òàê, ÷òî ýòà åäèíèöà ìîæåò
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ òðåóãîëüíèêîâ ó òð¼õ- èëè
äâóìåðíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ýòîò ïðèìåð èíòåðåñåí òåì, ÷òî, òàêæå êàê è â
ñëó÷àå ñ ïîÿâëåíèåì âåðøèí ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè òðåóãîëüíèêà, ïîç-
âîëÿåò îáúÿñíèòü ñìûñë ÷èñëà 2 â òåîðåìå Ýéëåðà è ïîäòâåðæäàåò òàêèì
îáðàçîì ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòàðíîãî òðåóãîëüíèêà.

Ïóàíêàðå[4] îáîáùèë ôîðìóëó (42) íà ñëó÷àé n-ìåðíîãî âûïóêëîãî
ìíîãîãðàííèêà:

n−1∑

i=0

(−1)iAi = 1 + (−1)n−1 (43)

ãäå Ai - êîëè÷åñòâî i-ìåðíûõ ãðàíåé n-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà. Çíàêî-
ïåðåìåííàÿ åäèíèöà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî, êàê è â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, åäèíñòâåííûé n-ìåðíûé îáú¼ì n-ìåðíîãî ìíîãîãðàí-
íèêà íóæíî ñ÷èòàòü åãî ñòðóêòóðíûì ýëåìåíòîì è îòíîñèòü â ëåâóþ ÷àñòü
ýòîãî ðàâåíñòâà. Â îòíîøåíèè îñòàâøåéñÿ åäèíèöû ìîæíî ïîâòîðèòü òî,
÷òî ñêàçàíî ïî ïîâîäó òåîðåìû Ýéëåðà, íî ïðèìåíèòåëüíî ê n-ìåðíûì ìíî-
ãîãðàííèêàì: â ñëó÷àå n-ìåðíîãî òðåóãîëüíèêà, îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ñî-
ãëàñíî (38), êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ òðåóãîëüíèêîâ â åãî ñòðóêòóðå; â
ñëó÷àå n-ìåðíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà åäèíèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ñîãëàñíî
(38), êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ òðåóãîëüíèêîâ ó (n-1)-ìåðíîãî òðåóãîëüíè-
êà. Çàìåòèì, ÷òî â îòíîøåíèè n-ìåðíûõ òðåóãîëüíèêîâ è ÷åòûð¼õóãîëüíè-
êîâ âûðàæåíèå (43) åñòü ïåðåïèñàííîå âûðàæåíèå (38), òîëüêî â ôîðìóëå
(43) ïîñëåäíèé ÷ëåí âûðàæåíèÿ ïîä çíàêîì ñóììû ïåðåíåñ¼í â ïðàâóþ
÷àñòü ðàâåíñòâà, èç-çà ÷åãî íà åäèíèöó ïîíèçèëñÿ ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ. À
â ñëó÷àå n-ìåðíîãî òðåóãîëüíèêà è âòîðàÿ åäèíèöà äîëæíà áûòü ïåðåíåñåíà
ïîä çíàê ñóììû, òàê ÷òî ñóììèðîâàíèå áóäåò ïðîâîäèòüñÿ äî (n+1). ×òîáû
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ëó÷øå áûëà âèäíà àíàëîãèÿ ìåæäó âûðàæåíèÿìè (43) è (38), âûðàæåíèå
(43), ïîìíÿ, ÷òî n-ìåðíûé îáú¼ì òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé n-ìåðíîãî
ìíîãîãðàííèêà, ìîæíî çàïèñàòü â òàêîì âèäå:

1 =
n∑

i=0

(−1)iAi (44)

Âûçûâàåò èíòåðåñ òîò ôàêò, ÷òî îáú¼êòû Vs,n è ìíîãîãðàííèêè ïîä÷è-
íÿþòñÿ òàêèì ïîõîæèì çàêîíîìåðíîñòÿì, êàê (38) è (44). Åäèíèöà â ëåâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà (44) çàñòàâëÿåò çàäóìàòüñÿ î òîì, ÷òî âñå âûïóêëûå ìíîãî-
ãðàííèêè, â êàêîì-òî ñìûñëå, ýêâèâàëåíòíû n-ìåðíûì òðåóãîëüíèêàì èëè
÷åòûð¼õóãîëüíèêàì.

Ñèñòåìà îáúåêòîâ Vs,n ïðèìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî ïîìèìî ôîðìóëû (22),
îïðåäåëÿþùåé ñòðóêòóðó êàæäîãî îáúåêòà Vs,n, åù¼ ñóùåñòâóåò ïðàâèëî
(21), îïðåäåëÿþùåå âçàèìîñâÿçü ìåæäó îáúåêòàìè Vs,n âíóòðè êàæäîé
ñòðóêòóðû Vs, à, êðîìå òîãî, íà èõ ìíîæåñòâå äåéñòâóþò òåîðåìû 1 è 2,
êîòîðûå óñòàíàâëèâàþò âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñòðóêòóðàìè Vs.

11. Èíòåðïðåòàöèÿ òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ñ ïîìîùüþ
÷¼ðíûõ è áåëûõ øàðîâ.

Ïóñòü ó íàñ åñòü øàðû, íàïðèìåð, áåëûå è ÷åðíûå, â ðàâíûõ ïðîïîð-
öèÿõ, íî îíè ëåæàò â ÷¼ðíîì ÿùèêå, â êîòîðîì ìû èõ íå ìîæåì âèäåòü.
Ñîâîêóïíîñòü ÷¼ðíûõ è áåëûõ øàðîâ, ãäå îíè ðàñïðåäåëåíû ïîðîâíó, ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå (a + b), à òî, ÷òî ìû íå ìîæåì èõ âèäåòü ìîæíî
ïðåäñòàâèòü íóëåâîé ñòåïåíüþ n:

(a + b)0 = 1

Ïóñòü òåïåðü ìû ìîæåì âçÿòü íàóãàä îäèí øàð, ïîñìîòðåòü åãî öâåò è
âåðíóòü îáðàòíî â ÿùèê. Ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

(a + b)1 = a + b

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî, ÷òî ó íàñ åñòü â
íà÷àëå (ÿùèê ñ øàðàìè - (a + b)) è òî, ÷òî ìû ñ ýòèì äåëàåì - áåð¼ì îäèí
øàð (òî åñòü, âîçâîäèì (a + b) â ñòåïåíü 1), à ñïðàâà ïðåäñòàâëåíû âñå
âîçìîæíûå ñîáûòèÿ, êîòîðûå ìû â ðåçóëüòàòå ìîæåì ïîëó÷èòü, òî åñòü,
øàð ìîæåò îêàçàòüñÿ èëè áåëûì (a), èëè ÷¼ðíûì (b).

Çàïèñü

(a + b)2 = aa + ab + ba + bb

îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì äâàæäû îñóùåñòâèòü ïðåäûäóùóþ îïåðàöèþ,
áåðÿ è âîçâðàùàÿ øàð îáðàòíî, çàïîìíèâ åãî öâåò. Ñïðàâà ïðåäñòàâëåíû
âñå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìîãóò â ðåçóëüòàòå òàêîãî âçÿòèÿ ïðîèçîéòè. Ýòà
çàïèñü ó÷èòûâàåò íîìåðà âçÿòûõ øàðîâ, è, â ðåçóëüòàòå, ñîáûòèÿ áåëûé-
÷¼ðíûé è ÷¼ðíûé-áåëûé ñ÷èòàþòñÿ çà äâà ðàçëè÷íûõ ñîáûòèÿ. Êîíå÷íî,
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ïðè òàêîì ïîäõîäå ìû íèêàêîãî òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ è íèêàêèõ áèíîìè-
àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ íå ïîëó÷èì, âåðíåå, ïîëó÷èì òðåóãîëüíèê, ñîñòîÿ-
ùèé èç îäíèõ åäèíèö. Ïîýòîìó ñãðóïïèðóåì êîìáèíàöèè âçÿòûõ øàðîâ òàê,
÷òîáû ó÷èòûâàëîñü òîëüêî ñîîòíîøåíèå áåëûõ è ÷¼ðíûõ øàðîâ â êàæäîé
êîìáèíàöèè, à íå ïîðÿäîê èõ âûïàäåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ñîáûòèÿ ab è ba áóäóò
îçíà÷àòü îäíî è òî æå, òàê ÷òî èõ ìîæíî ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè ñîáûòèÿìè,
òî åñòü ïîëó÷èì:

(a + b)2 = aa + 2ab + bb

Êîýôôèöèåíòû ïðè ñîáûòèÿõ aa, ab, bb ïîêàçûâàþò, âî ñêîëüêî ðàç ÷à-
ùå îæèäàåòñÿ ïîÿâëåíèå ñîáûòèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîáûòèåì, ïðè êîòîðîì
ñòîèò êîýôôèöèåíò åäèíèöà. À åñëè êîýôôèöèåíò ïðè ñîáûòèè ðàçäåëèòü
íà ñóììó âñåõ êîýôôèöèåíòîâ, òî ïîëó÷èì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ.

Âçÿòèå ïî î÷åðåäè (ñ âîçâðàùåíèåì ïîñëå êàæäîãî âçÿòèÿ øàðà â ÿùèê)
òð¼õ øàðîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü âåëè÷èíîé (a + b)3:

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

Êàê óæå ïîíÿòíî, êîýôôèöèåíòû ïðè âîçìîæíûõ ñî÷åòàíèÿõ âçÿòûõ
øàðîâ ñîâïàäàþò ñ áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ÷èñëàìè òðåóãîëü-
íèêà Ïàñêàëÿ.

Ïðè n ïîñëåäîâàòåëüíî âçÿòûõ è âîçâðàù¼ííûõ íàçàä øàðàõ ðåçóëüòàò
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a + b)n =
n∑

k=0

Ck
n · an−kbk (45)

ãäå Ck
n - áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò, âûðàæàåìûé ôîðìóëîé (03).

Åñëè ñîîòíîøåíèå øàðîâ â ÿùèêå îêàæåòñÿ íå ðàâíûì, à áóäåò âûðà-
æåíî ÷èñëàìè α è β (íàïðèìåð, áåëûõ øàðîâ áóäåò α, à ÷¼ðíûõ - β), òî
òàêîé ÿùèê ìîæíî ïðåäñòàâèòü çàïèñüþ (αa + βb), à ïîñëåäîâàòåëüíîå (ñ
âîçâðàùåíèåì âçÿòîãî øàðà íàçàä) âçÿòèå èç íåãî n øàðîâ - âîçâåäåíèåì â
n-óþ ñòåïåíü, ÷òî, êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (45), çàïèøåòñÿ òàê:

(αa + βb)n =
n∑

k=0

Ck
n · (αa)n−k(βb)k

èëè òàê:

(αa + βb)n =
n∑

k=0

Ck
n · αn−kβk · an−kbk

ãäå α ∈ R, β ∈ R, òàê êàê α è β ìîãóò áûòü íå òîëüêî íàòóðàëüíûìè,
íî ëþáûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, âåðíî îòðàæàþùèìè ñîîòíîøåíèå
áåëûõ è ÷åðíûõ øàðîâ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (αa + βb)n = (βb + αa)n, ïîñëåäíåå
âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

(αa + βb)n =
n∑

k=0

Ck
n · βn−kαk · bn−kak
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èëè òàê:

(αa + βb)n =
n∑

k=0

Ck
n · αkβn−k · akbn−k (46)

Êàê âèäèì, êîýôôèöèåíòàìè, ó÷èòûâàþùèìè, êàê ÷àñòî òî èëè èíîå ñî-
îòíîøåíèå øàðîâ, ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ñîîòíîøåíèÿìè, áóäåò ïîÿâëÿòü-
ñÿ â ýêñïåðèìåíòå, ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû V (n, k) = Ck

n · αkβn−k, êîòî-
ðûå, ñîãëàñíî (20), ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè îáîáù¼ííîãî òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñðàâíèâàÿ (46) ñ (02), ìîæíî íàïèñàòü
ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ V (n, 0),
V (n, 1), V (n, 2), . . .(ïîñêîëüêó â íèõ ïðîäîëæàåò ñîõðàíÿòüñÿ íåðàâíîïðàâèå
âåëè÷èí n è k, ïðèñóòñòâóþùåå â âåëè÷èíàõ Ck

n, òî ïðèâåä¼ì îáîçíà÷åíèå
ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó âèäó: V (n, k) → V k

n ) :

(α + βx)n =
n∑

k=0

V k
n · xn−k (47)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n, α ∈ R, β ∈ R, à òàêæå â òàêîì (áîëåå
åñòåñòâåííîì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ ñòåïåíåé x âèäå): âèäå:

(α + βx)n =
n∑

k=0

V n−k
n · xk (48)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n, α ∈ R, β ∈ R. (çäåñü èñïîëüçîâàí
òàêîé ôàêò: (α + βx)n = (βx + α)n)

Ïîíÿòíî, ÷òî ñèòóàöèþ ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü ñëó÷àÿ îáîáùåíèÿ (21)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÿùèêîì, â êîòîðîì íà îäèí áåëûé øàð a ïðèõîäèòñÿ s
÷¼ðíûõ øàðîâ b, à âçÿòèå n øàðîâ èç íåãî (ïîñëåäîâàòåëüíîå ñ âîçâðàùå-
íèåì øàðà â ÿùèê) îïèñàòü (ó÷èòûâàÿ (20) è (48)) òàê:

(a + sb)n =
n∑

k=0

Ck
n · sk · an−kbk (49)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n, s ∈ N, èëè òàê:

(a + sb)n =
n∑

k=0

V n−k
s,n · an−kbk (50)

÷òî òàêæå ìîæíî çàïèñàòü òàê (ïîñêîëüêó (a + sb)n = (sb + a)n ) :

(a + sb)n =
n∑

k=0

V k
s,n · akbn−k (51)

×àñòîòà âûïàäåíèÿ ñîáûòèÿ akbn−k áóäåò ïðåäñòàâëåíà âåëè÷èíîé V k
s,n

= Ck
n · sn−k (ïðè íåîáõîäèìîñòè îíà ìîæåò áûòü íîðìèðîâàíà, òî åñòü, ïî-

äåëåíà íà âåëè÷èíó
n∑

k=0

Ck
n · sn−k è ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

akbn−k).
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Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé íàøåãî îáîáùåíèÿ (21) ìîäåëèðóåò ÿùèê ñ áå-
ëûìè è ÷¼ðíûìè øàðàìè, ãäå íà 1 áåëûé ïðèõîäèòñÿ s ÷¼ðíûõ øàðîâ, à
âåëè÷èíà V k

s,n, â òàêîì ñëó÷àå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòîòó âûïàäåíèÿ ñî-
áûòèÿ akbn−k ïðè âçÿòèè íàóãàä (ïîñëåäîâàòåëüíî, ñ âîçâðàùåíèåì âçÿòîãî
øàðà íàçàä) n øàðîâ.

À ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî
ñëó÷àÿ, êàê ñëåäóåò èç (47) ïðè çàìåíå α → 1, β → s, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò
òàêîé:

(1 + sx)n =
n∑

k=0

V k
s,n · xn−k (52)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n, s ∈ N, èëè òàêîé (êàê ñëåäóåò èç
(48)):

(1 + sx)n =
n∑

k=0

V n−k
s,n · xk (53)

ãäå n ∈ Z, n ≥ 0, k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n, s ∈ N.
12. Åäèíàÿ íàãëÿäíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îáúåêòîâ Vs,n.
Ñóùåñòâóåò è äðóãàÿ âîçìîæíîñòü íàãëÿäíî èíòåðïðåòèðîâàòü ëþáîé

îáúåêò Vs,n.
Ïóñòü n - ðàçìåðíîñòü îáúåêòà Vs,n, k - íîìåðà åãî ñòðóêòóðíûõ ýëå-

ìåíòîâ V k
s,n, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ èõ ðàçìåðíîñòüþ, à êîëè÷åñòâî êàæäîãî

èç íèõ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå (22). Â V k
s,n ó÷èòûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî

"áîëüøèõ"ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ îáúåêòà Vs,n, ñìûñë êîòîðûõ ñòàíåò ïî-
íÿòåí ÷óòü ïîçæå. Ïîêàæåì, êàê ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû îáúåêòû
V1,n. Çíà÷åíèÿ âåëè÷èí V k

s,n ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå (22). Íà ðèñóí-
êå 4 ïðåäñòàâëåíû îáúåêòû V1,n, ãäå n ìåíÿåòñÿ îò 1 äî 4.

Ðàññìîòðèì îáúåêòû Vs,n ïðè s=1.
Ïîíÿòíî, ÷òî, ñîãëàñíî (21), äàííûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åù¼

îäíó èíòåðïðåòàöèþ ÷èñåë òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.
Ïóñòü n = 0, òîãäà V1,0 - ýòî íóëüìåðíûé îáúåêò ñ îäíèì ñòðóêòóðíûì

ýëåìåíòîì V 0
1,0, êîòîðûé ìû ìîæåì èçîáðàçèòü òî÷êîé.

Ïóñòü n = 1, òîãäà, ñîãëàñíî (22), îáúåêò V1,1 ñîñòîèò èç îäíîãî íóëü-
ìåðíîãî îáúåêòà V 0

1,1, êîòîðûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü òî÷êîé è îäíîãî îäíî-
ìåðíîãî îáúåêòà V 1

1,1, êîòîðûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðÿìîé ëèíèåé, îãðàíè-
÷åííîé ñ îäíîé ñòîðîíû îáúåêòîì V 0

1,1. Òàêèì îáðàçîì, îáúåêò V1,1 ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ëó÷îì.
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p p pp

s=1 s=1 s=1 s=1
n=0 n=1 n=2 n=3

Ðèñóíîê 4.

Îáúåêò V1,2, ñîãëàñíî (22), ñîñòîèò èç îäíîãî íóëüìåðíîãî îáúåêòà V 0
1,2,

èçîáðàæ¼ííîãî òî÷êîé, äâóõ îäíîìåðíûõ îáúåêòîâ V 1
1,2, èçîáðàæ¼ííûõ ëó-

÷àìè, èñõîäÿùèõ îò îáúåêòà V 0
1,2 è îãðàíè÷èâàþùèõ ó÷àñòîê ïëîñêîñòè, êî-

òîðûé ïðåäñòàâëÿåò åäèíñòâåííûé îáúåêò V 2
1,2. Îáúåêò V1,3 ñîñòîèò èç îäíî-

ãî íóëüìåðíîãî îáúåêòà V 0
1,3 èçîáðàæ¼ííîãî òî÷êîé, òð¼õ îäíîìåðíûõ îáú-

åêòîâ V 1
1,3, èçîáðàæ¼ííûõ òðåìÿ ëó÷àìè, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè, òð¼õ äâóìåð-

íûõ îáúåêòîâ V 2
1,3, ïðåäñòàâëåííûõ òðåìÿ ôðàãìåíòàìè ðàçëè÷íûõ ïëîñêî-

ñòåé, îãðàíè÷åííûõ ëó÷àìè (îáúåêòàìè V 1
1,3), è îäíîãî îáúåêòà V 3

1,3, êîòî-
ðûé ïðåäñòàâëåí îãðàíè÷åííûì ñ òð¼õ ñòîðîí òð¼õìåðíûì îáú¼ìîì V 3

1,3.
Äàëåå, âñ¼ àíàëîãè÷íî, îáúåêò V1,4 ìîæíî ïðåäñòâàâèòü òî÷êîé (V 0

1,4 = 1) ñ
èñõîäÿùèìè èç íå¼ ÷åòûðüìÿ ëó÷àìè (V 1

1,4 = 4), êîòîðûå ÷àñòè÷íî îãðàíè-
÷èâàþò øåñòü ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòåé (V 2

1,4 = 6), êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü,
÷àñòè÷íî îãðàíè÷èâàþò ÷åòûðå òð¼õìåðíûõ îáú¼ìà (V 3

1,4 = 4) èç ðàçëè÷íûõ
òð¼õìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå ÷àñòè÷íî îãðàíè÷èâàþò åäèíñòâåííûé
÷åòûð¼õìåðíûé îáú¼ì (V 4

1,4 = 1). È òàê äàëåå.
Ïóñòü s=2 (ðèñóíîê 5). Òîãäà åäèíñòâåííóþ íóëüìåðíóþ ñòðóêòóðó V 0

2,0

îáúåêòà V2,0 ïðåäñòàâèì òî÷êîé. Îáúåêò V2,1 ïðåäñòàâèì îòðåçêîì ïðÿìîé
(V 1

2,1 = 1), îãðàíè÷åííûì ñ äâóõ ñòîðîí òî÷êàìè (V 0
2,1 = 2). Îáúåêò V2,2

- ïëîñêèì ÷åòûð¼õóãîëüíèêîì, íàïðèìåð, êâàäðàòîì (V 0
2,2 = 4, V 1

2,2 = 4,
V 2

2,2 = 1). Îáúåêò V2,3 - êóáîì (V 0
2,3 = 8, V 1

2,3 = 12, V 2
2,3 = 6, V 3

2,3 = 1, ïîäîéä¼ò
òàêæå ëþáîé òð¼õìåðíûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê). Îáúåêò V2,4 - ÷åòûð¼õìåðíûì
÷åòûð¼õóãîëüíèêîì (íàïðèìåð, ÷åòûð¼õìåðíûì êóáîì), è òàê äàëåå.
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Ðèñóíîê 5.
n=0
s=2
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Îáúåêòû V3,n (ðèñóíîê 6).

Ðèñóíîê 6.
n=0
s=3

p p p p p

pp

p

p

pp

p p p

pp
p

p

p
pp

pp

p

p p

p p p

s=3
n=1

p

p

n=2
s=3 s=3

n=3

Îáúåêò V3,0 ìîæíî èçîáðàçèòü òî÷êîé (V 0
3,0 = 1). Îáúåêò V3,1 ìîæíî

èçîáðàçèòü îòðåçêîì (V 1
3,1 = 1) ñ ðàñïîëîæåííûìè íà í¼ì òðåìÿ òî÷êàìè

(V 0
3,1 = 3). È òóò ìû ìîæåì óòî÷íèòü ïîíÿòèå "áîëüøîãî"ñòðóêòóðíîãî ýëå-

ìåíòà - çà ýëåìåíò V 1
3,1 ñ÷èòàåòñÿ âåñü îòðåçîê. Îáúåêò V3,2 ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü êâàäðàòîì, ñåðåäèíû ñòîðîí êîòîðîãî ñîåäèíåíû îòðåçêàìè. Ó íåãî,
êàê ñëåäóåò èç òàáëèöû 4 Ïðèëîæåíèÿ, åñòü äåâÿòü "âåðøèí"(V 0

3,2 = 9),
øåñòü "áîëüøèõ ð¼áåð"(V 1

3,2 = 6) è îäíà "áîëüøàÿ ãðàíü"(V 2
3,2 = 1). Îáúåêò

V3,3 ïðåäñòàâèì â âèäå êóáà, èìåþùåãî âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó. Ó íåãî 27
"âåðøèí 27 "áîëüøèõ ð¼áåð 9 "áîëüøèõ ãðàíåé"è îäèí "áîëüøîé îáú¼ì".
Äàëåå, îáúåêò V3,4 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åòûð¼õìåðíûì êóáîì ñ âíóòðåííåé
ñòðóêòóðîé, îáúåêò V3,5 - ïÿòèìåðíûì è òàê äàëåå.

Îáúåêòû V4,n (ðèñóíîê 7).
Îáúåêò V4,0 ìîæíî èçîáðàçèòü òî÷êîé (V 0

4,0 = 1, òàáëèöà 4 Ïðèëîæå-
íèÿ). Îáúåêò V4,1 èçîáðàçèì îòðåçêîì (V 1

4,1 = 1) ñ ðàñïîëîæåííûìè íà í¼ì
÷åòûðüìÿ òî÷êàìè (V 0

4,1 = 4). Îáúåêò V4,2 - êâàäðàòîì, èìåþùèì âíóòðåí-

30



íþþ ñòðóêòóðó. åãî ñîñòàâëÿþò 16 "âåðøèí 8 "áîëüøèõ ð¼áåð"è îäíà "áîëü-
øàÿ ãðàíü". Îáúåêò V4,3 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êóáîì, èìåþùèì âíóòðåííþþ
ñòðóêòóðó è òàê äàëåå.

Ðèñóíîê 7.
n=0
s=4

p p p p p p pp p
p pp p
p pp p
p pp p

p pp p
p pp p
p pp p
p pp p

p
p
p
pp p p

p

p
p

p

p
p
p
pppp ppp

s=4
n=1 n=2

s=4 s=4
n=3

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé îáúåêò Vs,n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå n-ìåðíîãî
êóáà, èìåþùåãî òó èëè èíóþ âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó.
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